
Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìèíèñòåðñòâî öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ÓÐ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 6 àïðåëÿ 2023 ãîäà, 7 êëàññ, âàðèàíò 1.

1. Âû÷èñëèòü
(21557 · 21577 + 100)(21547 · 21587 + 400)

215674
.

Îòâåò: 1. Çàìåòèì, ÷òî 21557 · 21577 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (21567− 10)(21567 + 10), à 21547 · 21587 ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå (21567− 20)(21567 + 20). Ïîýòîìó

21557 · 21577 + 100 = (21567− 10)(21567 + 10) + 100 = 215672 − 100 + 100 = 215672,

21547 · 21587 + 400 = (21567− 20)(21567 + 20) + 400 = 215672 − 400 + 400 = 215672.

Îòñþäà ïîëó÷àåì îòâåò.

2. Íå âûïîëíÿÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y = 4x − 9 íàéòè òî÷êó ãðàôèêà, ó êîòîðîé àáñöèññà ðàâíà
îðäèíàòå.

Îòâåò: (x, y) = (3, 3). Åñëè y = x, òî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 4x− 9 = x, îòêóäà x = 3. Çíà÷èò y = 3.

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå x2 + y2 + 6x+ 4y + 13 = 0.
Îòâåò: (x, y) = (−3,−2). Ïðåäñòàâèì ëåâóþ ÷àñòü â âèäå

x2 + y2 + 6x+ 4y + 13 = x2 + 6x+ 9 + y2 + 4y + 4 = (x+ 3)2 + (y + 2)2.

Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
(x+ 3)2 + (y + 2)2 = 0.

4. Íà äîðîãå, ñîåäèíÿþùåé äâà àóëà, íåò ðîâíûõ ó÷àñòêîâ. Àâòîáóñ åäåò â ãîðó âñåãäà ñî ñêîðîñòüþ 15êì/÷àñ, à
ïîä ãîðó ñî ñêîðîñòüþ 30êì/÷àñ. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó àóëàìè, åñëè ïóòü òóäà è îáðàòíî áåç îñòàíîâîê çàíèìàåò
4 ÷àñà.

Îòâåò: 40êì. Ïóñòü x � ïóòü â ãîðó èç 1 àóëà âî âòîðîé è y � ïóòü ïîä ãîãó èç ïåðâîãî àóëà âî âòîðîé. Òîãäà
âðåìÿ çàòðà÷åííîå íà ïåðååçä èç ïåðâîãî àóëà ðàâíî x

15 + y
30 . Îáðàòíàÿ äîðîãà èç âòîðîãî àóëà â ïåðâûé çàéìåò

âðåìÿ, ðàâíîå x
30 + y

15 . Òàê êàê îáùåå âðåìÿ ðàâíî 4 ÷àñàì, òî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

x

15
+

y

30
+

x

30
+

y

15
= 4, èëè (x+ y)

( 1

15
+

1

30

)
= 4.

Îòñþäà x+ y = 40.
5. Â òðåóãîëüíèêå ABC ∠A : ∠B = 2 : 5, ∠B : ∠C = 5 : 11. Íàéòè óãîë, ìåæäó âûñîòîé è áèññåêòðèñîé,

ïðîâåäåííûìè èç âåðøèíû ìåíüøåãî óãëà.
Îòâåò: 300.

∠A : ∠B : ∠C = 2 : 5 : 11. Îòñþäà óãëû òðåóãîëüíèêà ðàâíû ∠A = 200, ∠B = 500, ∠C = 1100. Ïóñòü AH �
âûñîòà, AL � áèññåêòðèñà. Òîãäà ∠BAH = 400, à ∠LAH = 300.

6. Â êîìíàòå 12 ÷åëîâåê, íåêîòîðûå ÷åñòíûå, à íåêîòîðûå ëæåöû. Ïåðâûé ñêàçàë ¾Ñðåäè íàñ íåò ÷åñòíûõ
ëþäåé¿. Âòîðîé ñêàçàë ¾Ñðåäè íàñ íå áîëåå 1 ÷åñòíîãî¿, òðåòèé ñêàçàë ¾Ñðåäè íàñ íå áîëåå äâóõ ÷åñòíûõ¿ è òàê
äàëåå. 12-ûé ñêàçàë ¾Ñðåäè íàñ íå áîëåå 11 ÷åñòíûõ¿. Ñêîëüêî ÷åñòíûõ ëþäåé ìîãëî áûòü â êîìíàòå?

Îòâåò: 6. Åñëè áû ÷åñòíûõ áûëî ìåíüøå 6, íàïðèìåð, 5 òî âñå, êòî ñêàçàë ÷òî ÷åñòíûõ íå ìåíüøå 5, òî åñòü ñ 6
ïî 12 (èõ óæå 7 ÷åëîâåê), ñêàçàëè áû ïðàâäó. Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ÷åñòíûõ íå ìåíüøå 6. Åñëè ÷åñòíûõ áîëüøå
6, íàïðèìåð, 7, òî âñå êòî ñêàçàë, ÷òî èõ íå áîëüøå 6 (òàêèõ òàêæå 7), ñêàçàëè áû íåïðàâäó.
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7. Ìîæíî ëè â êàæäóþ êëåòêó òàáëèöû 4 × 4 ðàññòàâèòü ÷èñëà 1, 2, 3 òàê, ÷òîáû ñðåäè ñóìì â ñòðîêàõ è â
ñòîëáöàõ âñòðåòèëèñü 8 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë?

Îòâåò: Ìîæíî. 
3 3 3 2
3 3 2 2
2 1 1 1
1 1 1 1



Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìèíèñòåðñòâî öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ÓÐ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 6 àïðåëÿ 2023 ãîäà, 7 êëàññ, âàðèàíò 2.

1.Âû÷èñëèòü
(32002 · 32022 + 100)(31992 · 32032 + 400)

320124
.

2. Íå âûïîëíÿÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y = 2x − 7 íàéòè òî÷êó ãðàôèêà, ó êîòîðîé àáñöèññà ðàâíà
îðäèíàòå.

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå 4x2 + y2 + 12x+ 4y + 13 = 0.
4. Íà äîðîãå, ñîåäèíÿþùåé äâà àóëà, íåò ðîâíûõ ó÷àñòêîâ. Àâòîáóñ åäåò â ãîðó âñåãäà ñî ñêîðîñòüþ 12êì/÷àñ, à

ïîä ãîðó ñî ñêîðîñòüþ 24êì/÷àñ. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó àóëàìè, åñëè ïóòü òóäà è îáðàòíî áåç îñòàíîâîê çàíèìàåò
3 ÷àñà.

5. Â òðåóãîëüíèêå ABC ∠A : ∠B = 3 : 5, ∠B : ∠C = 5 : 10. Íàéòè óãîë, ìåæäó âûñîòîé è áèññåêòðèñîé,
ïðîâåäåííûìè èç âåðøèíû ìåíüøåãî óãëà.

6. Â êîìíàòå 14 ÷åëîâåê, íåêîòîðûå ÷åñòíûå, à íåêîòîðûå ëæåöû. Ïåðâûé ñêàçàë ¾Ñðåäè íàñ íåò ÷åñòíûõ
ëþäåé¿. Âòîðîé ñêàçàë ¾Ñðåäè íàñ íå áîëåå 1 ÷åñòíîãî¿, òðåòèé ñêàçàë ¾Ñðåäè íàñ íå áîëåå äâóõ ÷åñòíûõ¿ è òàê
äàëåå. 14-ûé ñêàçàë ¾Ñðåäè íàñ íå áîëåå 13 ÷åñòíûõ¿. Ñêîëüêî ÷åñòíûõ ëþäåé ìîãëî áûòü â êîìíàòå?

7. Ìîæíî ëè â êàæäóþ êëåòêó òàáëèöû 4 × 4 ðàññòàâèòü ÷èñëà 2, 3, 4 òàê, ÷òîáû ñðåäè ñóìì â ñòðîêàõ è â
ñòîëáöàõ âñòðåòèëèñü 8 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë?
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Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìèíèñòåðñòâî öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ÓÐ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 6 àïðåëÿ 2023 ãîäà, 8 êëàññ, Âàðèàíò 1

1. Äàíû äâà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà. Îäíî èç íèõ óâåëè÷èëè íà 1%, âòîðîå � íà 4%. Ìîãëà ëè èõ ñóììà óâåëè-
÷èòüñÿ íà 3%?

Îòâåò: äà. Íàïðèìåð, ÷èñëà 100 è 200. Èõ ñóììà 300. Ïîñëå óâåëè÷åíèÿ áóäóò ÷èñëà 101 è 208, ñóììà êîòîðûõ
309. Ïóñòü x � ïåðâîå ÷èñëî, y � âòîðîå. Òîãäà ïîñëå óâåëè÷åíèÿ ïåðâîå ñòàíåò ðàâíûì 1, 01x, âòîðîå � 1, 04y.
Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

1, 01x+ 1, 04y = 1, 03(x+ y),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî y = 2x. Âçÿâ äâà ÷èñëà, âòîðîå èç êîòîðûõ â äâà ðàçà áîëüøå ïåðâîãî, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.

2. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y = |x|
x + (x−1)

|x−1| .

Îòâåò: Ðàñêðûâàÿ ìîäóëü, ïîëó÷èì

y =


−2, åñëè x < 0,

0, åñëè 0 < x < 1,

2, åñëè x > 1.

Ãðàôèê áóäåò èìåòü âèä

−1 2

−2

2

x

y

Ðèñ. 1

3. Íàéòè òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî 4080.
Îòâåò: 15, 16, 17. Îòìåòèì, ÷òî 4080 äåëèòñÿ íà 17.
4. Âû÷èñëèòü

√
2021 · 2023 · 2025 · 2027 + 16.

Îòâåò: 20242 − 5. Èìååì

2019 · 2021 · 2023 · 2025 + 16 = (2024− 1)(2024 + 1)(2024− 3)(2024 + 3) + 16 =

= (20242 − 1)(20242 − 32) + 16 = 20244 + 10 · 20242 + 25 = (20242 − 5)2.

5. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë x, y ÷èñëà 2x + y è 5x + 3y ïîëîæèòåëüíûå. Ìîæåò ëè ÷èñëî 16x + 9y
áûòü îòðèöàòåëüíûì?

Îòâåò: íåò. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

16x+ 9y = 3(2x+ y) + 2(5x+ 3y).

Ñïðàâà ñòîÿò ïîëîæèòåëüûíå ÷èñëà.
6. Â òðåóãîëüíèêå ABC, óãîë B ðàâåí 780. Áèññåêòðèñû óãëîâ A è C ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå D. Íàéòè óãîë

ADC.
Îòâåò: 1290. Ñóììà óãëîâ A è C ðàâíà 1020. Ïîýòîìó ñóììà óãëîâ DAC è DCA ðàâíà 510. Çíà÷èò óãîë

ADC = 1800 − 510 = 1290.
7. Ìîæíî ëè â êàæäóþ êëåòêó òàáëèöû 7 × 7 ðàññòàâèòü ÷èñëà 1, 2, 3 òàê, ÷òîáû ñðåäè ñóìì â ñòðîêàõ è

ñòîëáöàõ âñòðåòèëèñü 14 ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë?
Îòâåò: íåò. Ñóììà 14 ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë íå÷åòíà, à ñóììà ñóìì ñòðîê è ñòîáöîâ ðàâíà óäâîåííîé ñóììå

÷èñåë â òàáëèöå è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé.
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Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìèíèñòåðñòâî öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ÓÐ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 6 àïðåëÿ 2023 ãîäà, 8 êëàññ, Âàðèàíò 2

1. Äàíû äâà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà. Îäíî èç íèõ óâåëè÷èëè íà 2%, âòîðîå � íà 7%. Ìîãëà ëè èõ ñóììà óâåëè-
÷èòüñÿ íà 6%?

2. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y = |x|
x + (x−2)

|x−2| .

3. Íàéòè òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî 7980.
4. Âû÷èñëèòü

√
2015 · 2017 · 2019 · 2021 + 16.

5. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë x, y ÷èñëà x+ y è 4x+ y ïîëîæèòåëüíûå. Ìîæåò ëè ÷èñëî 8x+ 5y áûòü
îòðèöàòåëüíûì?

6. Â òðåóãîëüíèêå ABC, óãîë B ðàâåí 840. Áèññåêòðèñû óãëîâ A è C ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå D. Íàéòè óãîë
ADC.

7. Ìîæíî ëè â êàæäóþ êëåòêó òàáëèöû 5 × 5 ðàññòàâèòü ÷èñëà 1, 2, 3 òàê, ÷òîáû ñðåäè ñóìì â ñòðîêàõ è
ñòîëáöàõ âñòðåòèëèñü 10 ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë?
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Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìèíèñòåðñòâî öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ÓÐ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 6 àïðåëÿ 2024 ãîäà, 9 êëàññ, âàðèàíò 1.

1. Âû÷èñëèòü (a−4)3·(a2)5
a2 ïðè a =

√
5.

Îòâåò: 1
25 .

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî x2+7x+10
9x−x2 > 0

Îòâåò: [−5;−2] ∪ (0; 9). Ïðèìåíèòü ìåòîä èíòåðâàëîâ.

3. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y = x+1
|x+1| +

x−2
|x−2|

Îñâîáîäèìñÿ îò ìîäóëÿ. Ïóñòü x+ 1 < 0. Òîãäà x < −1 è ïîýòîìó x− 2 < 0. Ïîëó÷àåì y = −2.
Ïóñòü x+ 1 > 0, x− 2 < 0. Òîãäà x ∈ (−1; 2) è ïîýòîìó y = 0.
Åñëè x− 2 > 0, òî åñòü x ∈ (2;+∞), òî y = 2. Ïîëó÷àåì ãðàôèê

−1 2

−2

2

x

y

Ðèñ. 1

4.Ìàøèíà äîëæíà áûëà ïðîåõàòü 420 êì çà îïðåäåëåííûé ñðîê, íî áûëà çàäåðæàíà ñ âûåçäîì íà 1 ÷àñ, ïîýòîìó
åé ïðèøëîñü óâåëè÷èòü ñêîðîñòü íà 10 êì/÷. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ äâèãàëàñü ìàøèíà?

Îòâåò: 70êì/÷àñ. Ïóñòü x � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ìàøèíû, òîãäà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïî ðàñïèñàíèþ x − 10.
Ðåàëüíîå âðåìÿ äâèæåíèÿ 420

x , âðåìÿ ïî ðàñïèñàíèþ 420
x−10 . Ïî óñëîâèþ ýòè âðåìåíà îòëè÷àþòñÿ íà 1. Ïîëó÷àåì

óðàâíåíèå
420

x− 10
− 420

x
= 1 èëè

4200− x2 + 10x

x(x− 10)
= 0.

Êîðíÿìè óðàâíåíèÿ áóäóò x = 70 è x = −60. Òàê êàê x > 0, òî x = 70êì/÷àñ.
Çàìå÷àíèå. Åñëè â îòâåòå óêàçàíà ñêîðîñòü ïî ðàñïèñàíèþ, à íå ñêîðîñòü äâèæåíèÿ � íå áîëåå 5 áàëëîâ.

5. Ïðîèçâåäåíèå ïåðâîãî è ïÿòîãî ÷ëåíîâ âîçðàñòàþùåé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàâíî 17, à ïðîèçâåäåíèå
âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ÷ëåíîâ ýòîé æå ïðîãðåññèè ðàâíî 32. Íàéòè ðàçíîñòü ïðîãðåññèè.

Îòâåò:
√
5. Ïóñòü a1 � ïåðâûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, d � ðàçíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òîãäà

a2 = a1 + d, a4 = a1 + 3d, a5 = a1 + 4d.

Ïî óñëîâèþ {
a1(a1 + 4d) = 17,

(a1 + d)(a1 + 3d) = 32
èëè

{
a21 + 4a1d = 17,

a21 + 4a1d+ 3d2 = 32.

Âû÷èòàÿ èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ïåðâîå, ïîëó÷àåì 3d2 = 15. Îòñþäà d =
√
5, d = −

√
5. Òàê êàê ïðîãðåññèÿ âîçðàñòà-

þùàÿ, òî d =
√
5.

6. Â ðàâíîáåäðåííóþ òðàïåöèþ ñ îñíîâàíèÿìè 12 è 27 âïèñàí êðóã. Íàéòè åãî ðàäèóñ.
Îòâåò: 9.
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Ïî ñâîéñòâó âïèñàííîé îêðóæíîñòè AB + CD = AC + AD. Îòñþäà 2AB = 39, AB = 39
2 . Ïóñòü BH � âûñîòà.

Òîãäà AH = AD−BC
2 = 15

2 . Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà

BH2 = AB2 −AH2.

Ïîýòîìó

BH2 =
(39
2

)2
−
(15
2

)2
=
(39
2

+
15

2

)
·
(39
2
− 15

2

)
= 27 · 12 = 324.

Çíà÷èò BH = 18, à òîãäà ðàäèóñ ðàâåí 9.

7. Ñóùåñòâóåò ëè ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, ñòîðîíû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿÿþò ñîîòíîøåíèþ

a2 + 2b2 = 7c2?

Îòâåò: ñóùåñòâóåò. Íàïðèìåð, ïóñòü a =
√
6, b = 2, c =

√
2. Òîãäà a � ãèïîòåíóçà, b, c � êàòåòû, a2 = b2 + c2 è

âûïîëíåíî óñëîâèå çàäà÷è.

8. Ñâåæèå ôðóêòû ñîäåðæàò 78% âîäû, ñóõèå � 12%. Ñêîëüêî ñóøåíûõ ôðóêòîâ ïîëó÷èòñÿ èç 35 êã ñâåæèõ?
Îòâåò: 8,75êã. Ñâåæèå ôðóêòû ñîäåðæàò 22% ñóõîãî âåùåñòâà. Ïîýòîìó â 35êã ñâåæèõ ôðóêòîâ 35·22

100 = 77
10êã

ñóõîãî âåùåñòâà.
Ïîëó÷èëè, ÷òî ñóõèå ôðóêòû ñîäåðæàò 77

10 êã ñóõîãî âåùåñòâà, êîòîðîå ñîñòàâëÿåò 88%. Ñëåäîâàòåëüíî, âñåõ
ñóõèõ ôðóêòîâ áóäåò

7, 7 · 100
88

= 8, 75

9. Èç ïðîèçâåäåíèÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 2025 âû÷åðêíóëè âñå ÷èñëà, îêàí÷èâàþùèåñÿ íà 0, 5 è íà
3. Êàêîé öèôðîé áóäåò îêàí÷èâàòüñÿ ïðîèçâåäåíèå îñòàâøèõñÿ ÷èñåë?

Îòâåò: 2. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî íà ïîñëåäíþþ öèôðó ïðîèçâåäåíèÿ âëèÿþò òîëüêî ïîñëåäíèå öèôðû ñîìíîæè-
òåëåé. Ïîýòîìó íàøå ïðîèçâåäåíèå èìååò òó æå ïîñëåäíþþ öèôðó, ÷òî è ïðîèçâåäåíèå

1 · 2 · 4 · 6 · 7 · 8 · 9× 1 · 2 · 4 · 6 · 7 · 8 · 9× . . . 1 · 2 · 4 · 6 · 8 · 9× 1 · 2 · 4,

Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå 1 · 2 · 4 · 6 · 7 · 8 · 9. Îíî îêàí÷èâàåòñÿ íà 2. Òî åñòü íàøå ïðîèçâåäåíèå îêàí÷èâàåòñÿ íà òó
æå öèôðó, ÷òî è ïðîèçâåäåíèå

2 · 2 · 2 . . . 2 · 1 · 2 · 4 = 2 · 2 · 2 . . . 2 · 1 · 2 · 2 · 2.
Â íàøå ïðîèçâåäåíèå 2 · 2 · 2 . . . 2 âõîäèò öèôðà 2 âõîäèò 205 ðàç. Ïîýòîìó íàì íóæíî íàéòè ïîñëåäíþþ öèôðó
÷èñëà 2205 Íàéäåì ïîñëåäíþþ öèôðó ÷èñëà 2k. Áóäåì èìåòü

k ïîñëåäíÿÿ öèôðà
1 2
2 4
3 8
4 6
5 2

Ïîëó÷èëè, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öèôðà ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò îñòàòêà ïðè äåëåíèè k íà 4. Åñëè k
ïðè äåëåíèè íà 4 äàåò îñòàòîê 1, òî ïîñëåäíÿÿ öèôðà 2. Çíà÷èò íàøå ïðîèçâåäåíèå îêàí÷èâàåòñÿ íà 2.

10. Ïðè êàêèõ a âñå çíà÷åíèÿ x, ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó [1; 3], ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà

x2 − x+ (a− 2)(3− a) 6 0?
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Îòâåò: a ∈ (−∞; 0] ∪ [5; +∞).
Äëÿ òîãî, ÷òîáû [1; 3] ÿâëÿëñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû 1 è 3 óäîâëåòâîðÿëè

íåðàâåíñòâó. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó{
1− 1 + (a− 2)(3− a) 6 0,

9− 3 + (a− 2)(3− a) 6 0
èëè

{
(a− 2)(3− a) 6 0,

−a2 + 5a 6 0.

Ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà (a − 2)(3 − a) 6 0 áóäåò (−∞; 2] ∪ [3; +∞), ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà −a2 + 5a 6 0 áóäåò
(−∞; 0] ∪ [5; +∞). Ïîýòîìó ðåøåíèåì ñèñòåìû áóäåò (−∞; 0] ∪ [5; +∞).

11. Íàéòè 19 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 2024.
Îòâåò: íàïðèìåð, 2015, 2016, . . . , 2033.
Ïóñòü n � ïåðâîå ÷èñëî íàáîðà. Òîãäà ñóììà áóäåò

n+ (n+ 1) + (n+ 2) + . . .+ (n+ 18) = 19n+ (1 + 2 + . . .+ 18) = 19(n+ 9).

Ïî óñëîâèþ ÷èñëî 19(n+9) äîëæíî äåëèòüñÿ íà 2024. Òàê êàê 19 è 2024 âçàèìíî ïðîñòû, òî n+9 äîëæíî äåëèòüñÿ
íà 2024. Ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü n òàê, ÷òîáû n+ 9 = 2024, îòêóäà n = 2015. Ïîëó÷àåì íàáîð 2015, 2016, . . . , 2033.

Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìèíèñòåðñòâî öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ÓÐ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 6 àïðåëÿ 2024 ãîäà, 9 êëàññ, âàðèàíò 2.

1. Âû÷èñëèòü (a−3)3·(a4)2
a3 ïðè a =

√
3.

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî x2+12x+20
12x−x2 > 0

3. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y = x+2
|x+2| +

x−3
|x−3|

4. Ïåøåõîä äîëæåí áûë ïðîéòè 12 êì çà îïðåäåëåííûé ñðîê, íî áûë çàäåðæàí ñ âûõîäîì íà 1 ÷àñ, ïîýòîìó åìó
ïðèøëîñü óâåëè÷èòü ñêîðîñòü íà 1 êì/÷. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ øåë ïåøåõîä?

5. Ïðîèçâåäåíèå ïåðâîãî è ïÿòîãî ÷ëåíîâ âîçðàñòàþùåé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàâíî 21, à ïðîèçâåäåíèå
âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ÷ëåíîâ ýòîé æå ïðîãðåññèè ðàâíî 48. Íàéòè ðàçíîñòü ïðîãðåññèè.

6. Â ðàâíîáåäðåííóþ òðàïåöèþ ñ îñíîâàíèÿìè 7 è 28 âïèñàí êðóã. Íàéòè åãî ðàäèóñ.
7. Ñóùåñòâóåò ëè ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, ñòîðîíû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿÿþò ñîîòíîøåíèþ

a2 + 5b2 = 9c2?

8. Ñâåæèå ôðóêòû ñîäåðæàò 79% âîäû, ñóõèå � 16%. Ñêîëüêî ñóøåíûõ ôðóêòîâ ïîëó÷èòñÿ èç 25 êã ñâåæèõ?
9. Èç ïðîèçâåäåíèÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 2023 âû÷åðêíóëè âñå ÷èñëà, îêàí÷èâàþùèåñÿ íà 0, 5 è íà

2. Êàêîé öèôðîé áóäåò îêàí÷èâàòüñÿ ïðîèçâåäåíèå îñòàâøèõñÿ ÷èñåë?
10. Ïðè êàêèõ a âñå çíà÷åíèÿ x, ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó [1; 2], ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà x2 − 6x+ (a+

2)(4− a) 6 0?
11. Íàéòè 19 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 2023.
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Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìèíèñòåðñòâî öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ÓÐ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 6 àïðåëÿ 2024 ãîäà, 10 êëàññ, âàðèàíò 1.

1. Âû÷èñëèòü 6−1,25 · 4− 3
8 · 9 5

8 .
Îòâåò: 1

4 .

2. Ðåøèòü ñèñòåìó

{
3x− 4y = 5,

5x+ 6y = 7

Îòâåò:
(

29
19 ,−

2
19

)
. Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà 3, âòîðîå íà 2. Ïîëó÷èì ñèñòåìó

{
9x− 12y = 15,

10x+ 12y = 14.
Ñëîæèâ

ýòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì 19x = 29, x = 29
19 . Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ y.

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 3x+1
x+1 > x+1

3x+1 .

Îòâåò: (−∞;−1) ∪ [− 1
2 ;−

1
3 ) ∪ [0; +∞). Ïðèâåäåì íåðàâåíñòâî ê âèäó

3x+ 1

x+ 1
− x+ 1

3x+ 1
> 0, èëè

8x2 + 4x

(x+ 1)(3x+ 1)
> 0.

Ðåøàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìåòîäîì èíòåðâàëîâ, ïîëó÷àåì îòâåò

4. Òåïëîõîä çàòðàòèë íà ïóòü âíèç ïî òå÷åíèþ îò ïóíêòà A äî ïóíêòà B 6 ÷àñîâ, à íà îáðàòíûé ïóòü � 8 ÷àñîâ.
Íàéòè ñîáñòâåííóþ ñêîðîñòü òåïëîõîäà, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó A è B 240 êì.

Îòâåò: 35 êì/÷àñ. Ïóñòü x � ñîáñòâåííàÿ ñêîðîñòü òåïëîõîäà, y � ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðåêè. Òîãäà ïîëó÷àåì
ñèñòåìó {

6(x+ y) = 240,

8(x− y) = 240.
îòêóäà

{
x+ y = 40,

x− y = 30
.

Ñëîæèâ äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì 2x = 70, x = 35.

5. Íàéòè íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíé êîðåíü óðàâíåíèÿ sin2 2x+ cos2 3x = 1
Îòâåò: π5 . Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè

sin2 α =
1− cos 2α

2
, cos2 β =

1 + cos 2β

2
.

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå
1− cos 4x

2
+

1 + cos 6x

2
= 1, èëè cos 6x− cos 4x = 0.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðåäñòàâèì â âèäå

−2 sin 6x− 4x

2
sin

6x+ 4x

2
= 0 èëè sinx · sin 5x = 0.

Îòñþäà sinx = 0 èëè sin 5x = 0.
a) sinx = 0. Òîãäà x = πk, k ∈ Z. Íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ïîëó÷àåòñÿ ïðè k = 1 è îí ðàâåí π.
b) sin 5x = 0. Òîãäà 5x = πn, n ∈ Z. Ïîýòîìó x = nπ

5 , n ∈ Z. Íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ïîëó÷àåòñÿ
ïðè n = 1 è îí ðàâåí π

5 .
Òàê êàê π > π

5 , òî íàèìåíüøèì ïîëîæèòåëüíûì êîðíåì óðàâíåíèÿ áóäåò π
5 .

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïðàâèëüíî íàéäåíû âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (íåò îòáîðà íóæíîãî êîðíÿ) � íå áîëåå òðåõ
áàëëîâ.

6. Íà ôèðìå A ñîòðóäíèêè ñ âûñøèì îáðàçîâàíèåì ñîñòàâëÿþò 30%, íà ôèðìå B ýòîò ïîêàçàòåëü ðàâåí 80%.
Ïîñëå ñëèÿíèÿ ôèðìA èB îáðàçîâàëàñü ôèðìàC, íà êîòîðîé òîò æå ïîêàçàòåëü ñòàë ðàâåí 50%. Íàéòè îòíîøåíèå
êîëè÷åñòâà ñîòðóäíèêîâ ôèðìû A ê êîëè÷åñòâó ñîòðóäíèêîâ ôèðìû B äî ñëèÿíèÿ.

Îòâåò: 3 : 2. Ïóñòü â ôèðìå A ðàáîòàëî x ñîòðóäíèêîâ, â ôèðìå B � y. Òîãäà â ôèðìå A áûëî 0, 3x ñîòðóäíèêîâ
ñ âûñøèì îáðàçîâàíèåì, à â ôèðìå B áûëî 0, 8y. Ôèðìà C ñîñòîèò èç x+ y ñîòðóäíèêîâ, ñðåäè êîòîðûõ 0, 5(x+ y)
ñ âûñøèì îáðàçîâàíèåì. Îòñþäà

0, 3x+ 0, 8y = 0, 5(x+ y) èëè 0, 2x = 0, 3y.
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Çíà÷èò 2x = 3y. Ïîýòîìó x
y = 3

2 .

7. Â òðåóãîëüíèê ABC ∠A = 600 âïèñàíà îêðóæíîñòü ðàäèóñà 3
√
3, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ñòîðîíû AB â òî÷êå P ,

à ñòîðîíû AC â òî÷êå Q. Íàéòè äëèíó îòðåçêà PQ.
Îòâåò: 9.

Ïî ñâîéñòâó êàñàòåëüíûõ ∠APO = ∠AQO = 900 O � öåíòð îêðóæíîñòè. Òîãäà ∠POQ = 1200. Ïî òåîðåìå
êîñèíóñîâ èìååì

PQ2 = PO2 +OQ2 − 2PO ·OQ · cos∠POQ.
Îòñþäà

PQ2 =
(
3
√
3
)2
+
(
3
√
3
)2−2 · 3√3 · 3√3 · (−1

2

)
= 81.

Ñëåäîâàòåëüíî, PQ = 9.

8. Äâå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà 9 è 7, ìåäèàíà ê òðåòüåé ñòîðîíå 6. Íàéòè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà.
Îòâåò: 14

√
5.

Â òðåóãîëüíèêå ABC AB = 7, AC = 9, AM = 6, AM � ìåäèàíà. Äîñòðîèì òðåóãîëüíèê ABC äî ïàðàëëåëî-
ãðàììà ABDC. Òîãäà AD = 12, DC = 7. Îòìåòèì, ÷òî ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ ABC è ADC ðàâíû, òàê êàê ó íèõ
îñíîâàíèå AC îáùåå, à âûñîòû èç âåðøèí B è D ðàâíû. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ADC íàéäåì ïî ôîðìóëå Ãåðîíà

S =
√
p(p− a)(p− b)(p− c), ãäå p =

a+ b+ c

2
, a, b, c− äëèíû ñòîðîí.

Èìååì

p =
12 + 9 + 7

2
= 14, S =

√
14 · (14− 12) · (14− 9) · (14− 7) = 14

√
5.

9. Âû÷èñëèòü sin6 α+ cos6 α, åñëè sinα+ cosα = 4
5 .

Îòâåò: 2007
2500 .

Ïðåîáðàçóåì sin6 α+ cos6 α. Ïîëó÷èì

sin6 α+ cos6 α =
(
sin2 α

)3
+
(
cos2 α

)3
= (sin2 α+ cos2 α)(sin4 α− sin2 α cos2 α+ cos4 α) =

= sin4 α− sin2 α cos2 α+ cos4 α.

Äàëåå èìååì

sin4 α+ cos4 α = (sin2 α+ cos2 α)2 − 2 sin2 α cos2 α = 1− 2 sin2 α cos2 α.

Ïîýòîìó

sin6 α+ cos6 α = 1− 3 sin2 α cos2 α = 1− 3
(
sinα cosα

)2
.

Âîçâîäÿ ðàâåíñòâî sinα+ cosα = 4
5 â êâàäðàò, ïîëó÷èì

sin2 α+ 2 sinα cosα+ cos2 α =
16

25
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Îòñþäà sinα cosα = − 9
50 . Ïîýòîìó

sin6 α+ cos6 α = 1− 3
(
− 9

50

)2
= 1− 243

2500
=

2007

2500
.

10. Íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû, çàäàâàåìîé íà ïëîñêîñòè ðåøåíèåì ñèñòåìû

{
x2 + y2 + 2x− 3 6 0,

x > 0

Îòâåò: 4π
3 −
√
3.

Íåðàâåíñòâî x2 + y2 + 2x− 3 6 0 ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

y2 + (x+ 1)2 6 4,

êîòîðîå çàäàåò êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå (−1; 0) è ðàäèóñîì 2. Ôèãóðà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ çàäà÷è � ýòî
÷àñòü êðóãà, ðàñïîëîæåííîãî â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè. Êîîðäèíàòû òî÷êè A = (0;

√
3), òî÷êè B(0;−

√
3). Èñêîìàÿ

ïëîùàäü ðàâíà ïëîùàäè ñåêòîðà AO1B èç êîòîðîé âû÷ëè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà AO1B. Òàê sin∠AO1O =
√
3
2 , òî

∠AO1O = 600 è ïîýòîìó ∠AO1B = 1200. Ñëåäîâàòåëüíî ïëîùàäü ñåêòîðà AO1B ðàâíà 1
3 ïëîùàäè âñåãî êðóãà è

ïîýòîìó ðàâíà 4π
3 .

Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà AO1B ðàâíà

1

2
AB ·O1O =

1

2
· 2
√
3 · 1 =

√
3

Ïîýòîìó ïëîùàäü òðåáóåìîé ôèãóðû ðàâíà 4π
3 −
√
3.

11. Ïðè êàêèõ a óðàâíåíèå 40·|x+4|
x+4 = ax íå èìååò ðåøåíèé?

Îòâåò: a ∈ [−10; 0].
Òàê êàê x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ, òî óðàâíåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå

a =
40|x+ 4|
x(x+ 4)

.

Íàì íóæíî íàéòè âñåõ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ïðÿìàÿ y = a íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ãðàôèêîì

ôóíêöèè f(x) = 40|x+4|
x(x+4) . Ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà â âèäå

f(x) =

{
− 40

x , åñëè x < −4,
40
x , åñëè x > −4.

Ïîëó÷àåì ãðàôèê, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèå ïðè a ∈ [−10; 0].
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−4

−10

10

x

y

Ðèñ. 1

12. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} òàêàÿ, ÷òî x1 = 1, x2 = 5 è äëÿ âñåõ n > 3 xn = |xn−1 − xn−2|. Âû÷èñëèòü
x2025.

Îòâåò: 0. Âû÷èñëèì íåñêîëüêî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîëó÷èì

x3 = 4, x4 = 1, x5 = 3, x6 = 2, x7 = 1, x8 = 1, x9 = 0, x10 = 1, x11 = 1, x12 = 0, x13 = 1, x14 = 1, x15 = 0, . . .

Âèäíî, ÷òî ïðè n > 3 èìååò ìåñòî x3n = 0, x3n+1 = x3n+2 = 1. Çíà÷èò x2025 = 0.

Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìèíèñòåðñòâî öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ÓÐ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 6 àïðåëÿ 2024 ãîäà, 10 êëàññ, âàðèàíò 2.

1. Âû÷èñëèòü 10−1,25 · 4− 3
8 · 25 5

8 .

2. Ðåøèòü ñèñòåìó

{
3x− 4y = 5,

5x− 6y = 8

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 3x−6
x+4 > x−3

2x+2 .
4. Òåïëîõîä çàòðàòèë íà ïóòü âíèç ïî òå÷åíèþ îò ïóíêòà A äî ïóíêòà B 6 ÷àñîâ, à íà îáðàòíûé ïóòü � 9 ÷àñîâ.

Íàéòè ñîáñòâåííóþ ñêîðîñòü òåïëîõîäà, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó A è B 180 êì.
5. Íàéòè íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíé êîðåíü óðàâíåíèÿ sin2 x+ cos2 3x = 1
6. Íà ôèðìå A ñîòðóäíèêè ñ âûñøèì îáðàçîâàíèåì ñîñòàâëÿþò 30%, íà ôèðìå B ýòîò ïîêàçàòåëü ðàâåí 60%.

Ïîñëå ñëèÿíèÿ ôèðìA èB îáðàçîâàëàñü ôèðìàC, íà êîòîðîé òîò æå ïîêàçàòåëü ñòàë ðàâåí 50%. Íàéòè îòíîøåíèå
êîëè÷åñòâà ñîòðóäíèêîâ ôèðìû A ê êîëè÷åñòâó ñîòðóäíèêîâ ôèðìû B äî ñëèÿíèÿ.

7. Â òðåóãîëüíèê ABC ∠A = 450 âïèñàíà îêðóæíîñòü ðàäèóñà 3
√
2, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ñòîðîíû AB â òî÷êå P ,

à ñòîðîíû AC â òî÷êå Q. Íàéòè äëèíó îòðåçêà PQ.
8. Äâå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà 10 è 6, ìåäèàíà ê òðåòüåé ñòîðîíå 7. Íàéòè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà.
9. Âû÷èñëèòü sin6 α+ cos6 α, åñëè sinα− cosα = 3

5 .

10. Íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû, çàäàâàåìîé íà ïëîñêîñòè ðåøåíèåì ñèñòåìû

{
x2 + y2 + 2y − 3 6 0,

y > 0

11. Ïðè êàêèõ a óðàâíåíèå 24·|x−3|
x−3 = ax íå èìååò ðåøåíèé?

12. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} òàêàÿ, ÷òî x1 = 2, x2 = 5 è äëÿ âñåõ n > 3 xn = |xn−1 − xn−2|. Âû÷èñëèòü
x2024.
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Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìèíèñòåðñòâî öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ÓÐ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 6 àïðåëÿ 2024 ãîäà, 10 êëàññ, âàðèàíò 3.

1. Âû÷èñëèòü 12−1,25 · 9− 3
8 · 16 5

8 .

2. Ðåøèòü ñèñòåìó

{
3x+ 5y = 6,

5x− 6y = 7

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 3x+1
x+3 > x+3

4x+9 .
4. Òåïëîõîä çàòðàòèë íà ïóòü âíèç ïî òå÷åíèþ îò ïóíêòà A äî ïóíêòà B 8 ÷àñîâ, à íà îáðàòíûé ïóòü � 10

÷àñîâ. Íàéòè ñîáñòâåííóþ ñêîðîñòü òåïëîõîäà, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó A è B 200 êì.
5. Íàéòè íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíé êîðåíü óðàâíåíèÿ cos2 2x+ cos2 3x = 1
6. Íà ôèðìå A ñîòðóäíèêè ñ âûñøèì îáðàçîâàíèåì ñîñòàâëÿþò 20%, íà ôèðìå B ýòîò ïîêàçàòåëü ðàâåí 60%.

Ïîñëå ñëèÿíèÿ ôèðìA èB îáðàçîâàëàñü ôèðìàC, íà êîòîðîé òîò æå ïîêàçàòåëü ñòàë ðàâåí 50%. Íàéòè îòíîøåíèå
êîëè÷åñòâà ñîòðóäíèêîâ ôèðìû A ê êîëè÷åñòâó ñîòðóäíèêîâ ôèðìû B äî ñëèÿíèÿ.

7. Â òðåóãîëüíèê ABC ∠A = 300 âïèñàíà îêðóæíîñòü ðàäèóñà 3, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ñòîðîíû AB â òî÷êå P , à
ñòîðîíû AC â òî÷êå Q. Íàéòè äëèíó îòðåçêà PQ.

8. Äâå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà 12 è 14, ìåäèàíà ê òðåòüåé ñòîðîíå 8. Íàéòè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà.
9. Âû÷èñëèòü sin6 α+ cos6 α, åñëè sinα+ cosα = 2

3 .

10. Íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû, çàäàâàåìîé íà ïëîñêîñòè ðåøåíèåì ñèñòåìû

{
x2 + y2 − 2x− 3 6 0,

x 6 0

11. Ïðè êàêèõ a óðàâíåíèå 56·|x−8|
x−8 = ax íå èìååò ðåøåíèé?

12. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} òàêàÿ, ÷òî x1 = 1, x2 = 3 è äëÿ âñåõ n > 3 xn = |xn−1 − xn−2|. Âû÷èñëèòü
x2023.

Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìèíèñòåðñòâî öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ÓÐ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 6 àïðåëÿ 2024 ãîäà, 10 êëàññ, âàðèàíò 4.

1. Âû÷èñëèòü 15−1,25 · 9− 3
8 · 25 5

8 .

2. Ðåøèòü ñèñòåìó

{
3x+ 4y = 8,

5x− 6y = 7

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 2x+1
x+2 > 2x−1

x−2 .
4. Òåïëîõîä çàòðàòèë íà ïóòü âíèç ïî òå÷åíèþ îò ïóíêòà A äî ïóíêòà B 5 ÷àñîâ, à íà îáðàòíûé ïóòü � 10

÷àñîâ. Íàéòè ñîáñòâåííóþ ñêîðîñòü òåïëîõîäà, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó A è B 100 êì.
5. Íàéòè íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíé êîðåíü óðàâíåíèÿ cos2 x+ cos2 3x = 1.
6. Íà ôèðìå A ñîòðóäíèêè ñ âûñøèì îáðàçîâàíèåì ñîñòàâëÿþò 40%, íà ôèðìå B ýòîò ïîêàçàòåëü ðàâåí 70%.

Ïîñëå ñëèÿíèÿ ôèðìA èB îáðàçîâàëàñü ôèðìàC, íà êîòîðîé òîò æå ïîêàçàòåëü ñòàë ðàâåí 50%. Íàéòè îòíîøåíèå
êîëè÷åñòâà ñîòðóäíèêîâ ôèðìû A ê êîëè÷åñòâó ñîòðóäíèêîâ ôèðìû B äî ñëèÿíèÿ.

7. Â òðåóãîëüíèê ABC ∠A = 1200 âïèñàíà îêðóæíîñòü ðàäèóñà 5
√
3, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ñòîðîíû AB â òî÷êå P ,

à ñòîðîíû AC â òî÷êå Q. Íàéòè äëèíó îòðåçêà PQ.
8. Äâå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà 10 è 12, ìåäèàíà ê òðåòüåé ñòîðîíå 7. Íàéòè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà.
9. Âû÷èñëèòü sin6 α+ cos6 α, åñëè sinα− cosα = 2

3 .

10. Íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû, çàäàâàåìîé íà ïëîñêîñòè ðåøåíèåì ñèñòåìû

{
x2 + y2 − 2y − 3 6 0,

y 6 0

11. Ïðè êàêèõ a óðàâíåíèå 36·|x−4|
x−4 = ax íå èìååò ðåøåíèé?

12. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} òàêàÿ, ÷òî x1 = 1, x2 = 4 è äëÿ âñåõ n > 3 xn = |xn−1 − xn−2|. Âû÷èñëèòü
x2022.
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Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìèíèñòåðñòâî öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ÓÐ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 6 àïðåëÿ 2024 ãîäà, 11 êëàññ, I âàðèàíò

1. Âû÷èñëèòü
(√

a : a
1
6

)2
ïðè a = 64.

Îòâåò: 16.

2. Ðåøèòü ñèñòåìó

{
2x− 3y = 5

3x− 2y = 7

Îòâåò:
(
11
5 ;− 1

5

)
. Óìíîæèâ ïåðâîå óðàâíåíèå íà (-2), âòîðîå óðàâíåíèå íà 3, ïîëó÷èì ñèñòåìó{

−4x+ 6y = −10
9x− 6y = 21

Ñëîæèì ïîñëåäíèå äâà óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì 5x = 11, îòêóäà x = 11
5 . Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ y.

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 2x−1
x+1 > 2x+1

x+3
Îòâåò: x ∈ (−3;−1) ∪ [2; +∞).
Ïðèâåäåì íåðàâåíñòâî ê âèäó

2x− 1

x+ 1
− 2x+ 1

x+ 3
> 0 èëè

2x− 4

(x+ 1)(x+ 3)
> 0.

Ðåøàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìåòîäîì èíòåðâàëîâ, ïîëó÷àåì îòâåò.

4. Èçäåëèå áûëî óöåíåíî ïåðâûé ðàç íà x%, âòîðîé ðàç íà (0, 8x)%. Ïðè êàêèõ x èòîãîâàÿ öåíà ñîñòàâèò íå
ìåíåå 60% îò ïåðâîíà÷àëüíîé öåíû.

Îòâåò: x ∈ [0; 25]. Ïðèìåì ïåðâîíà÷àëüíóþ ñòîèìîñòü èçäåëèÿ çà 1. Òîãäà ïîñëå ïåðâîãî ïîíèæåíèÿ öåíû,

ñòîèìîñòü áóäåò
(
1 − x

100

)
, à ïîñëå âòîðîãî ïîíèæåíèÿ ñòîèìîñòü áóäåò ðàâíà

(
1 − x

100

)
·
(
1 − 0,8x

100

)
. Ïî óñëîâèþ

òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ýòà ñòîèìîñòü áûëà íå ìåíåå 60
100 . Ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî(

1− x

100

)
·
(
1− 0, 8x

100

)
>

60

100
.

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç t = x
100 , ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

(1− t)(1− 0, 8t) > 0, 6 èëè 0, 8t2 − 1, 8t+ 0, 4 > 0,

ðåøåíèåì êîòîðîãî áóäåò t ∈ (−∞; 1
4 ] ∪ [2; +∞). Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî t ∈ [0; 1]. Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî íàì

ïîäõîäÿò çíà÷åíèÿ t ∈ [0; 1
4 ]. Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ [0; 25].

5. Ó Ëèçû â êîïèëêå ëåæèò 22 ðóáë¼âûõ, 3 äâóõðóáë¼âûõ, 4 ïÿòèðóáë¼âûõ è 3 äåñÿòèðóáë¼âûõ ìîíåòû. Ëèçà
íàóãàä äîñòà¼ò èç êîïèëêè îäíó ìîíåòó. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îñòàâøàÿñÿ â êîïèëêå ñóììà ñîñòàâèò áîëåå
75 ðóáëåé.

Îòâåò: 25
32 . Ó Ëèçû 32 ìîíåòû íà ñóììó 78 ðóáëåé. Ïîýòîìó, ÷òîáû îñòàâøàÿñÿ ñóììà áûëà áîëåå 75 ðóáëåé

íóæíî, ÷òîáû áûëà âûíóòà ðóáëåâàÿ èëè äâóõðóáëåâàÿ ìîíåòà.

6. Íàéòè íàèáîëüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ sin
(

35π
x

)
+ 1

2 = 0.

Îòâåò: 30. Èìååì
35π

x
= −π

6
+ 2πn, èëè

35π

x
= −5π

6
+ 2πk, n, k ∈ Z.

Îòñþäà

x =
210π

12πn− π
, x =

210π

12πk − 5π
.

Ïîýòîìó

x =
210

12n− 1
, x =

210

12k − 5
, n, k ∈ Z.

Òàê êàê ÷èñëèòåëè äðîáåé ïîëîæèòåëüíû è ïîñòîÿííû, òî äðîáü áóäåò íàèáîëüøåé, åñëè çíàìåíàòåëü ïîëîæèòåëåí
è íàèìåíüøèé. Â ïåðâîé ñåðèè çíàìåíàòåëü ïîëîæèòåëåí è íàèìåíüøèé ïðè n = 1, âî âòîðîé ñåðèè ïðè k = 1
Ïîëó÷àåì x = 210

11 èëè x = 210
7 . Îñòàëîñü âûáðàòü íàèáîëüøåå èç ýòèõ äâóõ ÷èñåë.

Çàìå÷àíèå. Ïðàâèëüíîå íàõîæäåíèå âñåõ êîðíåé óðàâíåíèÿ (áåç îòáîðà íóæíîãî êîðíÿ) � íå áîëåå òðåõ

áàëëîâ.
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7. Ðåøèòü óðàâíåíèå x2 log 1
27
(5− x) = log 1

3
(x2 − 10x+ 25).

Îòâåò: {4,
√
6,−
√
6}. ÎÄÇ óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè

{
5− x > 0

x2 − 10x+ 25 > 0.
Ïîëó÷àåì x ∈ (−∞; 5).

Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå â âèäå
x2 log(

1
3

)3(5− x) = log 1
3
(5− x)2

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâàìè ëîãàðèôìà, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

1

3
x2 log 1

3
(5− x) = 2 log 1

3
(5− x), èëè

(x2
3
− 2
)
· log 1

3
(5− x) = 0.

Îòêóäà log 1
3
(5 − x) = 0 èëè 1

3x
2 − 2 = 0. Ðåøàÿ äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì x = 4, x = ±

√
6. Òàê êàê âñå

íàéäåííûå êîðíè âõîäÿò â ÎÄÇ, òî ïîëó÷àåì îòâåò.

8. Çàòðàòû íà 1 ÷àñ äâèæåíèÿ ïîåçäà ñî ñêîðîñòüþ vêì/÷àñ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå C = 2160+ v3

200 óñëîâíûõ
åäèíèö. Ïðè êàêîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ çàòðàòû íà 1êì ïóòè áóäóò íàèìåíüøèìè?

Îòâåò: 60êì/÷àñ. Ïóñòü ñêîðîñòü vêì/÷àñ. Òîãäà 1 êì ïîåçä ïðîõîäèò çà âðåìÿ 1
v ÷àñîâ è ïîýòîìó çàòðàòû íà

äâèæåíèå áóäóò ðàâíû

f(v) =
1

v
·
(
2160 +

v3

200

)
=

2160

v
+

v2

200
.

Ïîëó÷àåì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå v > 0. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðîèçâîäíîé

f ′(v) = −2160

v2
+

v

100
=
v3 − 216000

100v2

Èñïîëüçóÿ ìåòîä èíòåðâàëîâ, ïîëó÷èì ÷òî ôóíêöèÿ f óáûàåò íà ïðîìåæóòêàõ (−∞; 0), (0, 60] è âîçðàñòàåò íà
ïðîìåæóòêå [60;+∞). Íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî v > 0. Ïîýòîìó íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò ïðè
v = 60.

Çàìå÷àíèå. Ïðàâèëüíîå ñîñòàâëåíèå ôóíêöèè, âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé, íàõîæäåíèå êîðíåé ïðîèçâîäíîé (áåç
äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî êîðåíü ïðîèçâîäíîé òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà) � íå áîëåå òðåõ áàëëîâ.

9. Äèàãîíàëè òðàïåöèè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû. Îäíà èç íèõ ðàâíà 6. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû
îñíîâàíèé, ðàâåí 4,5. Íàéòè ïëîùàäü òðàïåöèè.

Îòâåò: 9
√
5.

ÏóñòüM,K � ñåðåäèíû îñíîâàíèé BC è AD òðàïåöèè ABCD. ×åðåç âåðøèíó C ïðîâåäåì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëü-
íóþ äèàãîíàëè BD (Ñ÷èòàåì, ÷òî BD = 6) äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé AD â òî÷êå P . Êðîìå òîãî, ÷åðåç òî÷êó C
ïðîâåäåì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ MK äî ïåðåñå÷åíèÿ â ïðÿìîé AD â òî÷êå Q. Òîãäà

AQ = AK +KQ = AK +MC =
1

2
AD +

1

2
BC =

1

2
(AD +BC) =

1

2
AP

Ïîýòîìó CQ � ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ACP , à òàê êàê ∠ACP = 900, òî AQ = QP = CQ = 4, 5. Ïîýòîìó AP = 9.
Òîãäà AC = 3

√
5. Ñëåäîâàòåëüíî,

SABCD = SACP =
1

2
AC · CP =

1

2
3
√
5 · 6 = 9

√
5.

10. SABC � ïèðàìèäà, AC = CB = 5, ∠ACB = 900, SC = 12 è ðåáðî SC ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ
ABC. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè C äî ïëîñêîñòè ASB.

Îòâåò: 60√
313

.

Ïóñòü CH � ïåðïåíäèêóëÿð ê ïëîñêîñòè ASB. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

VSABC =
1

6
AC · CB · SC =

1

3
CH · SASB .
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Îòêóäà ïîëó÷àåì

CH =
AC · CB · SC

2SASB
.

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà, AS = SB = 13, AB = 5
√
2. Ïóñòü SL � âûñîòà òðåóãîëüíèêà ASB. Òàê êàê òðåóãîëüíèê

ASB ðàâíîáåäðåííûé, òî AL = 5
√
2

2 . Òîãäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà

SL2 = AS2 −AL2 = 169− 25

2
=

313

2
.

Çíà÷èò SL =
√

313
2 . Ïîýòîìó SASB = 1

2AB · SL = 5
√
313
2 . Çíà÷èò CH = 60√

313
.

11. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå íåðàâåíñòâà |x− 1| 6 5 íå
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà |x− 4| < a.

Îòâåò: (−∞; 8]. Ðåøèì ñíà÷àëà ïðîòèâîïîëîæíóþ çàäà÷ó. Íàéäåì âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç
êîòîðûõ âñå ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà |x − 1| 6 5 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèå íåðàâåíñòâà |x − 4| < a. Íåðàâåíñòâî |x − 1| 6 5
ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå {

x− 1 6 5

x− 1 > −5,

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî x ∈ [−4; 6]. Íåðàâåíñòâî |x − 4| < a ïðè a > 0(ïðè a 6 0 íåðàâåíñòâî ðåøåíèé íå èìååò)
ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå {

x− 4 < a,

x− 4 > −a,

îòêóäà x ∈ (4− a; 4 + a). Îòðåçîê [−4; 6] áóäåò ñîäåðæàòüñÿ â èíòåðâàëå (4− a; 4 + a) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà{
4− a < −4
4 + a > 6,

îòêóäà a > 8. Çíà÷èò óñëîâèþ íàøåé çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò âñå a ∈ (−∞; 8].

12. Ïðåäñòàâèòü äðîáü 3
5 â âèäå ñóììû ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ äðîáåé, ó êàæäîé èç êîòîðûõ ÷èñëèòåëü ðàâåí 1.

Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì
1

n
=

1

n+ 1
+

1

n(n+ 1)
(1)

Ïðåäñòàâèì 3
5 â âèäå 3

5 = 1
5 + 1

5 + 1
5 . Â ôîðìóëå (1) âîçüìåì n = 5. Ïîëó÷èì

1

5
=

1

6
+

1

30

Ïðèìåíèâ ôîðìóëó (1) äëÿ n = 6 è n = 30, ïîëó÷àåì

1

6
=

1

7
+

1

42
,

1

30
=

1

31
+

1

930
.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì
3

5
=

1

5
+

1

6
+

1

30
+

1

7
+

1

42
+

1

31
+

1

930
.
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Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìèíèñòåðñòâî öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ÓÐ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 6 àïðåëÿ 2024 ãîäà, 11 êëàññ, 2 âàðèàíò

1. Âû÷èñëèòü
(

3
√
a : a

1
6

)2
ïðè a = 27.

2. Ðåøèòü ñèñòåìó

{
3x− 4y = 5

2x− 3y = 7

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 2x
x+2 > 2x+1

x+3
4. Èçäåëèå áûëî óöåíåíî ïåðâûé ðàç íà x%, âòîðîé ðàç íà (2, 5x)%. Ïðè êàêèõ x èòîãîâàÿ öåíà ñîñòàâèò íå

ìåíåå 180% îò ïåðâîíà÷àëüíîé öåíû.
5. Ó Ëèçû â êîïèëêå ëåæèò 12 ðóáë¼âûõ, 6 äâóõðóáë¼âûõ, 4 ïÿòèðóáë¼âûõ è 3 äåñÿòèðóáë¼âûõ ìîíåòû. Ëèçà

íàóãàä äîñòà¼ò èç êîïèëêè îäíó ìîíåòó. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îñòàâøàÿñÿ â êîïèëêå ñóììà ñîñòàâèò
ìåíüøå 70 ðóáëåé.

6. Íàéòè íàèáîëüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ cos
(

70π
x

)
+
√
2
2 = 0.

7. Ðåøèòü óðàâíåíèå x2 log 1
8
(6− x) = log 1

2
(x2 − 12x+ 36).

8. Çàòðàòû íà 1 ÷àñ äâèæåíèÿ ïîåçäà ñî ñêîðîñòüþ vêì/÷àñ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå C = 980 + v3

700 óñëîâíûõ
åäèíèö. Ïðè êàêîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ çàòðàòû íà 1êì ïóòè áóäóò íàèìåíüøèìè?

9. Äèàãîíàëè òðàïåöèè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû. Îäíà èç íèõ ðàâíà 7. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû
îñíîâàíèé, ðàâåí 6,5. Íàéòè ïëîùàäü òðàïåöèè.

10. SABC � ïèðàìèäà, AC = CB = 6, ∠ACB = 900, SC = 8 è ðåáðî SC ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ
ABC. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè C äî ïëîñêîñòè ASB.

11. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå íåðàâåíñòâà |x− 3| 6 6 íå
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà |x− 2| < a.

12. Ïðåäñòàâèòü äðîáü 3
7 â âèäå ñóììû ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ äðîáåé, ó êàæäîé èç êîòîðûõ ÷èñëèòåëü ðàâåí 1.

Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìèíèñòåðñòâî öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ÓÐ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 6 àïðåëÿ 2024 ãîäà, 11 êëàññ, 3 âàðèàíò

1. Âû÷èñëèòü
(

4
√
a : a

1
6

)3
ïðè a = 16.

2. Ðåøèòü ñèñòåìó

{
2x− 3y = 7

3x− 2y = 5

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî x
x+4 > x+2

x+3

4. Èçäåëèå áûëî óöåíåíî ïåðâûé ðàç íà x%, âòîðîé ðàç íà ( 43x)%. Ïðè êàêèõ x èòîãîâàÿ öåíà ñîñòàâèò íå íèæå
ïåðâîíà÷àëüíîé öåíû.

5. Ó Ëèçû â êîïèëêå ëåæèò 12 ðóáë¼âûõ, 6 äâóõðóáë¼âûõ, 5 ïÿòèðóáë¼âûõ è 3 äåñÿòèðóáë¼âûõ ìîíåòû. Ëèçà
íàóãàä äîñòà¼ò èç êîïèëêè îäíó ìîíåòó. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îñòàâøàÿñÿ â êîïèëêå ñóììà ñîñòàâèò íå
ìåíåå 73 ðóáëåé.

6. Íàéòè íàèáîëüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ sin
(

20π
x

)
+
√
3
2 = 0.

7. Ðåøèòü óðàâíåíèå x2 log 1
81
(5− x) = log 1

3
(x2 − 10x+ 25).

8. Çàòðàòû íà 1 ÷àñ äâèæåíèÿ ïîåçäà ñî ñêîðîñòüþ vêì/÷àñ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå C = 1600+ v3

640 óñëîâíûõ
åäèíèö. Ïðè êàêîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ çàòðàòû íà 1êì ïóòè áóäóò íàèìåíüøèìè?

9. Äèàãîíàëè òðàïåöèè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû. Îäíà èç íèõ ðàâíà 8. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû
îñíîâàíèé, ðàâåí 7,5. Íàéòè ïëîùàäü òðàïåöèè.

10. SABC � ïèðàìèäà, AC = CB = 8, ∠ACB = 900, SC = 6 è ðåáðî SC ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ
ABC. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè C äî ïëîñêîñòè ASB.

11. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå íåðàâåíñòâà |x− 2| 6 5 íå
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà |x− 3| < a.

12. Ïðåäñòàâèòü äðîáü 3
13 â âèäå ñóììû ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ äðîáåé, ó êàæäîé èç êîòîðûõ ÷èñëèòåëü ðàâåí 1.
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Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìèíèñòåðñòâî öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ÓÐ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 6 àïðåëÿ 2024 ãîäà, 11 êëàññ, âàðèàíò 4

1. Âû÷èñëèòü
(√

a : a
2
3

)−2
ïðè a = 8.

2. Ðåøèòü ñèñòåìó

{
3x− 7y = 7

2x− 3y = 5

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî x+1
x+3 > x+2

x+4

4. Èçäåëèå áûëî óöåíåíî ïåðâûé ðàç íà x%, âòîðîé ðàç íà ( 2021x)%. Ïðè êàêèõ x èòîãîâàÿ öåíà ñîñòàâèò íå ìåíåå
50% îò ïåðâîíà÷àëüíîé öåíû.

5. Ó Ëèçû â êîïèëêå ëåæèò 12 ðóáë¼âûõ, 6 äâóõðóáë¼âûõ, 4 ïÿòèðóáë¼âûõ è 3 äåñÿòèðóáë¼âûõ ìîíåòû. Ëèçà
íàóãàä äîñòà¼ò èç êîïèëêè îäíó ìîíåòó. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îñòàâøàÿñÿ â êîïèëêå ñóììà ñîñòàâèò áîëåå
70 ðóáëåé.

6. Íàéòè íàèáîëüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ sin
(

35π
x

)
+
√
3
2 = 0.

7. Ðåøèòü óðàâíåíèå x2 log 1
16
(4− x) = log 1

2
(x2 − 8x+ 16).

8. Çàòðàòû íà 1 ÷àñ äâèæåíèÿ ïîåçäà ñî ñêîðîñòüþ vêì/÷àñ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå C = 4050+ v3

360 óñëîâíûõ
åäèíèö. Ïðè êàêîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ çàòðàòû íà 1êì ïóòè áóäóò íàèìåíüøèìè?

9. Äèàãîíàëè òðàïåöèè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû. Îäíà èç íèõ ðàâíà 9. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû
îñíîâàíèé, ðàâåí 8,5. Íàéòè ïëîùàäü òðàïåöèè.

10. SABC � ïèðàìèäà, AC = CB = 12, ∠ACB = 900, SC = 5 è ðåáðî SC ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ
ABC. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè C äî ïëîñêîñòè ASB.

11. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå íåðàâåíñòâà |x− 4| 6 5 íå
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà |x− 3| < a.

12. Ïðåäñòàâèòü äðîáü 3
11 â âèäå ñóììû ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ äðîáåé, ó êàæäîé èç êîòîðûõ ÷èñëèòåëü ðàâåí 1.
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