
Ìàêñèìàëüíàÿ îöåíêà ïî êàæäîé çàäà÷å 7 áàëëîâ
Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 16 ìàðòà 2024 ãîäà
I âàðèàíò

1. Èçâåñòíî, ÷òî x : y = 5 : 7. Âû÷èñëèòü x+2y
2x−y .

Îòâåò: 19
3 .

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî x = 5
7y. Ïîýòîìó

x+ 2y =
5

7
y + 2y =

19

7
y, 2x− y =

10

7
y − y =

3

7
y.

Çíà÷èò x+2y
2x−y = 19

7 y : 3
7y = 19

3 .

2. Ðåøèòü ñèñòåìó

{
9x− 5y = 16,

5x− 9y = 11.

Îòâåò: x = 89
56 ; y = − 19

56 .

Ðåøåíèå. Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà (-5), âòîðîå � íà 9. Ïîëó÷èì ñèñòåìó

{
−45x+ 25y = −80,
45x− 81y = 99.

Ñëîæèì ýòè äâà óðàâíåíèÿ. Áóäåì èìåòü −56y = 19. Îòñþäà y = − 19
56 . Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ x.

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 2
2x−3 >

1
6x−3 .

Îòâåò: x ∈
(

3
10 ;

1
2

)
∪
(
3
2 ; +∞

)
.

Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì íåðàâåíñòâî â âèäå 2
2x−3 −

1
6x−3 > 0, èëè 10x−3

(2x−3)(6x−3) > 0. Ðåøàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî
ìåòîäîì èíòåðâàëîâ, ïîëó÷èì îòâåò.

4. Ðåøèòü óðàâíåíèå cos x2 = −5 sin x
4 + 3.

Îòâåò: x = 2π
3 + 8kπ, x = 10π

3 + 8nπ, k, n ∈ Z.
Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé êîñèíóñà äâîéíîãî óãëà. cos 2α = 1− 2 sin2 α. Ïðè α = x

4 ïîëó÷àåì cos x2 =

1− 2 sin2 x4 . Èìååì óðàâíåíèå

1− 2 sin2
x

4
= −5 sin x

4
+ 3, èëè 2 sin2

x

4
+ 5 sin

x

4
+ 2 = 0.

Êîðíÿìè óðàâíåíèÿ 2t2 − 5t+ 2 = 0 áóäóò t1 = 2, t2 = 1
2 .

Óðàâíåíèå sin x
4 = 2 ðåøåíèé íå èìååò.

Êîðíÿìè óðàâíåíèÿ sin x
4 = 1

2 áóäóò x
4 = π

6 + 2kπ, x4 = 5π
6 + 2nπ. Îòñþäà

x = 2π
3 + 8kπ, x = 10π

3 + 8nπ, k, n ∈ Z.

5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî log3x(x
2 + 2x) > 2 log3x(6− x).

Îòâåò: x ∈ (−∞;−2) ∪ [ 187 ; 6).

Ðåøåíèå. ÎÄÇ íåðàâåíñòâà îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè


x2 + 2x > 0,

6− x > 0,

3x 6= 1.

Îòñþäà x ∈ (−∞;−2) ∪ (0; 6). Ïî ñâîéñòâó ëîãàðèôìîâ íåðàâåíñòâî íà ÎÄÇ ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

(3x − 1)(x2 + 2x− (6− x)2) > 0, èëè (3x − 1)(14x− 36) > 0,

ðåøåíèåì êîòîðîãî áóäåò x ∈ (−∞; 0] ∪ [ 187 ; +∞). Ó÷èòûâàÿ ÎÄÇ, ïîëó÷èì, ÷òî ðåøåíèåì èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà
áóäåò (−∞;−2) ∪ [ 187 ; 6).

6. Âåëîñèïåäèñò åäåò èç À â Á ñî ñêîðîñòüþ 15êì/÷àñ. Åñëè áû îí åõàë ñî ñêîðîñòüþ 12êì/÷àñ, òî ïðèåõàë áû
â Á íà 2 ÷àñà ïîçæå. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó ïóíêòàìè À è Á.

Îòâåò: 120.
Ðåøåíèå. Ïóñòü S � ðàññòîÿíèå ìåæäó À è Á. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

S

15
=

S

10
− 2.

Îòñþäà S = 120.

7. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, êàñàåòñÿ ãðàôèêà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå (2; 5). Âû÷èñëèòü f ′(2)
� çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé â òî÷êå 2.
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Îòâåò: f ′(2) = 5
2 .

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è òî÷êó (2; 5) áóäåò y = 5
2x. Òàê êàê äàííàÿ

ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè f â òî÷êå x0 = 2, òî f ′(2) = 5
2 .

8. Íàéòè íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) = 2 cos 2x+ sinx+ 2
Îòâåò: 4 1

16 .
Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà â âèäå

f(x) = 2(1− 2 sin2 x) + sinx+ 2, èëè f(x) = −4 sin2 x+ sinx+ 4.

Îáîçíà÷èì t = sinx. Òàê êàê t ∈ [−1; 1], òî ïîëó÷àåì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè g(t) =
−4t2 + t+ 4 íà îòðåçêå [−1; 1]. Òàê êàê êîîðäèíàòà tb âåðøèíû ïàðàáîëû y = −4t2 + t+ 4 ðàâíà tb =

1
8 ∈ [−1; 1], à

âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû âíèç, òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè g ðàâíî g( 18 ) = 4 1
16 .

9. Â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC,∠C = 900 âïèñàíà îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ êàòåòà AC â òî÷êå D,
à êàòåòà BC â òî÷êå F . Íàéòè tg(∠CBD), åñëè tg(∠FAC) = 2

7 .
Îòâåò: 3

10 .

Ðåøåíèå. Èç îïðåäåëåíèÿ òàíãåíñà èìååì FC
AC = 2

7 . Ïóñòü AC = x, BF = y. Òîãäà FC = CD = 2
7x. Êðîìå òîãî,

ïî ñâîéñòâó êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè BF = BL = y, LA = AD = x− 2
7x = 5

7x. Çíà÷èò AB = y + 5
7x. Ïî òåîðåìå

Ïèôàãîðà ïîëó÷àåì

(y +
5

7
x)2 = x2 + (y +

2

7
x)2.

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, ïîëó÷èì 6
7xy = 4

7x
2. Òàê êàê x 6= 0, òî y = 2

3x. Ïîýòîìó BC =
2
3x+ 2

7x = 20
21x. Ñëåäîâàòåëüíî, tg∠CBD = CD

BC = 2
7x : 20

21x = 3
10 .

10. SABC � ïðàâèëüíàÿ ïèðàìèäà ñ âåðøèíîé S, SC = 18, AB = 10. M � ñåðåäèíà SC, N � ñåðåäèíà BC.
Íàéòè ïëîùàäü ñå÷åíèÿ, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç M,N ïàðàëëåëüíî AC.

Îòâåò: 45.

Ðåøåíèå. Òàê êàê AC ëåæèò â ïëîñêîñòè ASC, òî èñêîìàÿ ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü ASC ïî ïðÿìîé,
ïàðàëëåëüíîé AC. Àíàëîãè÷íî, ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü ABC ïî ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé AC. Çíà-
÷èò ñå÷åíèå áóäåò ÷åòûðåõóãîëüíèê KLMN , ãäå LM � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà ASC, KN � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ
òðåóãîëüíèêà ABC. Ïîýòîìó KLMN ïàðàëëåëîãðàìì ñî ñòîðîíàìè KN = 5, LK = 9. À òàê êàê KM = LN (â
ñèëó ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ MKC è ALN), òî KLMN � ïðÿìîóãîëüíèê è ïîýòîìó åãî ïëîùàäü áóäåò ðàâíà 45.

11. Ïðè êàêèõ a óðàâíåíèå 5x
2

= 3ax2 + a2 + a− 5 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?
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Îòâåò: a = −3.
Ðåøåíèå. Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì: åñëè x0 êîðåíü, òî −x0 òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì. Ïîýòî-

ìó, äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå èìåëî åäèíñòâåííûé êîðåíü, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû x = 0 áûë åäèíñòâåí-
íûì êîðíåì.

Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ a êîðíåì óðàâíåíèÿ áóäåò x = 0. Ïîäñòàâëÿÿ 0 â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì 1 = a2 + a − 5, èëè
a2 + a− 6 = 0. Îòñþäà a = −3, èëè a = 2.

Ïðè a = −3 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

5x
2

= −15x2 + 1. (1)

Òàê êàê 5x
2

> 1, 1− 15x2 6 1 äëÿ âñåõ x, òî óðàâíåíèå (1) áóäåò èìåòü ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà èìååò
ðåøåíèå ñèñòåìà {

5x
2

= 1,

−15x2 + 1 = 1.

Îòñþäà x = 0 åäèíñòâåííûé êîðåíü. Çíà÷èò a = 3 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è.
Ïðè a = 2 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 5x

2

= 6x2+1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = 5x
2−6x2−1. Òîãäà f(1) < 0, f(2) > 0.

Ïîýòîìó óðàâíåíèå f(x) = 0 èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü íà (1; 2). Ñëåäîâàòåëüíî, a = 2 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
çàäà÷è.

12.Ìîæíî ëè ÷èñëî 46000002 ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû 96 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ ïðè äåëåíèè
íà 23 äàåò îñòàòîê 6?

Îòâåò: íåò.
Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîå âîçìîæíî. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

46000002 = a1 + . . .+ a96,

ãäå êàæäîå ai ïðè äåëåíèè íà 23 äàåò îñòàòîê 6. Ñëåäîâàòåëüíî, ai = 23bi + 6. Òîãäà

46000002 = 23(b1 + . . .+ b96) + 576.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïðè äåëåíèè íà 23 äàåò îñòàòîê 2, à ëåâàÿ ÷àñòü ïðè äåëåíèè íà 23 äàåò îñòàòîê 1. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî
íåâîçìîæíî.

Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè

Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð
Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 16 ìàðòà 2024 ãîäà

Âàðèàíò 2

1. Èçâåñòíî, ÷òî x : y = 7 : 5. Âû÷èñëèòü x−2y
2x+y .

2. Ðåøèòü ñèñòåìó

{
6x− 5y = 17,

5x− 6y = 11.

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 1
2x−3 >

1
2+3x .

4. Ðåøèòü óðàâíåíèå cos x3 = −5 cos x6 − 3.
5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî log2x(x

2 + 4x) > 2 log2x(5− x).
6. Âåëîñèïåäèñò åäåò èç À â Á ñî ñêîðîñòüþ 12êì/÷àñ. Åñëè áû îí åõàë ñî ñêîðîñòüþ 15êì/÷àñ, òî ïðèåõàë áû

â Á íà 2 ÷àñà ðàíüøå. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó ïóíêòàìè À è Á.
7. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, êàñàåòñÿ ãðàôèêà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå (3; 5). Âû÷èñëèòü f ′(3)

� çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé â òî÷êå 3.
8. Íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) = 2 cos 2x+ cosx+ 2
9. Â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC,∠C = 900 âïèñàíà îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ êàòåòà AC â òî÷êå D,

à êàòåòà BC â òî÷êå F . Íàéòè tg(∠CBD), åñëè tg(∠FAC) = 3
7 .

10. SABC � ïðàâèëüíàÿ ïèðàìèäà ñ âåðøèíîé S, SC = 12, AB = 8. M � ñåðåäèíà SC, N � ñåðåäèíà BC.
Íàéòè ïëîùàäü ñå÷åíèÿ, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç M,N ïàðàëëåëüíî AC.

11. Ïðè êàêèõ a óðàâíåíèå 4x
2

= 2ax2 + a2 − a− 1 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?
12. Ìîæíî ëè ÷èñëî 13000001 ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû 99 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ ïðè äåëåíèè

íà 13 äàåò îñòàòîê 5?
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Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè

Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð
Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 16 ìàðòà 2024 ãîäà

Âàðèàíò 3

1. Èçâåñòíî, ÷òî x : y = 6 : 7. Âû÷èñëèòü 3x+y
2x−y .

2. Ðåøèòü ñèñòåìó

{
3x− 5y = 12,

5x− 3y = 11.

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 5
2−4x >

3
4x+2 .

4. Ðåøèòü óðàâíåíèå cos x2 = 5 sin x
4 + 3.

5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî log3x(x
2 + 4x) > 2 log3x(6− x).

6. Âåëîñèïåäèñò åäåò èç À â Á ñî ñêîðîñòüþ 10êì/÷àñ. Åñëè áû îí åõàë ñî ñêîðîñòüþ 15êì/÷àñ, òî ïðèåõàë áû
â Á íà 5 ÷àñîâ ðàíüøå. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó ïóíêòàìè À è Á.

7. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, êàñàåòñÿ ãðàôèêà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå (2; 7). Âû÷èñëèòü f ′(2)
� çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé â òî÷êå 2.

8. Íàéòè íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) = 3 cos 2x− 2 sinx+ 2
9. Â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC,∠C = 900 âïèñàíà îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ êàòåòà AC â òî÷êå D,

à êàòåòà BC â òî÷êå F . Íàéòè tg(∠CBD), åñëè tg(∠FAC) = 2
9 .

10. SABC � ïðàâèëüíàÿ ïèðàìèäà ñ âåðøèíîé S, SC = 16, AB = 10. M � ñåðåäèíà SC, N � ñåðåäèíà BC.
Íàéòè ïëîùàäü ñå÷åíèÿ, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç M,N ïàðàëëåëüíî AC.

11. Ïðè êàêèõ a óðàâíåíèå 6x
2

= 7ax2 + a2 + a− 1 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?
12. Ìîæíî ëè ÷èñëî 34000005 ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû 93 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ ïðè äåëåíèè

íà 17 äàåò îñòàòîê 5?

Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè

Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð
Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 16 ìàðòà 2024 ãîäà

Âàðèàíò 4

1. Èçâåñòíî, ÷òî x : y = 7 : 6. Âû÷èñëèòü 3x−y
2x+y .

2. Ðåøèòü ñèñòåìó

{
7x− 5y = 13,

5x− 7y = 11.

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 2
5−2x >

3
10x+5 .

4. Ðåøèòü óðàâíåíèå cos x3 = 5 cos x6 − 3.
5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî log2x(x

2 + 2x) > 2 log2x(4− x).
6. Âåëîñèïåäèñò åäåò èç À â Á ñî ñêîðîñòüþ 10êì/÷àñ. Åñëè áû îí åõàë ñî ñêîðîñòüþ 12êì/÷àñ, òî ïðèåõàë áû

â Á íà 2 ÷àñà ðàíüøå. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó ïóíêòàìè À è Á.
7. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, êàñàåòñÿ ãðàôèêà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå (3; 7). Âû÷èñëèòü f ′(3)

� çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé â òî÷êå 3.
8. Íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) = 3 cos 2x− 2 cosx+ 2
9. Â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC,∠C = 900 âïèñàíà îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ êàòåòà AC â òî÷êå D,

à êàòåòà BC â òî÷êå F . Íàéòè tg(∠CBD), åñëè tg(∠FAC) = 2
5 .

10. SABC � ïðàâèëüíàÿ ïèðàìèäà ñ âåðøèíîé S, SC = 20, AB = 12. M � ñåðåäèíà SC, N � ñåðåäèíà BC.
Íàéòè ïëîùàäü ñå÷åíèÿ, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç M,N ïàðàëëåëüíî AC.

11. Ïðè êàêèõ a óðàâíåíèå 7x
2

= 4ax2 + a2 − 2a− 2 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?
12. Ìîæíî ëè ÷èñëî 380000011 ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû 102 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ ïðè

äåëåíèè íà 19 äàåò îñòàòîê 7?
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