
Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìèíèñòåðñòâî öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ÓÐ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 15 àïðåëÿ 2023 ãîäà, 11 êëàññ, âàðèàíò 1.

1. Âû÷èñëèòü
49

1
16 · 7 5

2

√
7 · 7− 7

8 · 49

2. Ðåøèòü ñèñòåìó

{
2x− 3y = 5

3x+ 2y = 7

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî x−1
x+1 > x+1

x+3

4. Åñëè çàòðàòû íà ïîêóïêó áàíàíîâ âîçðîñëè íà 56%, à öåíà êèëîãðàììà áàíàíîâ óâåëè÷èëàñü íà 20%, òî êàê
èçìåíèëñÿ âåñ êóïëåííûõ áàíàíîâ?

Îòâåò: óâåëè÷èòñÿ íà 30%.
Ïóñòü x � ïåðâîíà÷àëüíûå çàòðàòû, y � öåíà 1êã. Òîãäà ïåðâîíà÷àëüíûé îáúåì áàíàíîâ ðàâåí x

y .
Ïîñëå óâåëè÷åíèÿ çàòðàò, îáúåì çàòðàò ðàâåí 1, 56x, à ñòîèìîñòü 1 êã ñòàëà ðàâíà 1, 2y. Íîâûé îáúåì áàíàíîâ

ðàâåí 1,56x
1,2y = 1, 3x

y . Ñëåäîâàòåëüíî, îáúåì êóïëåíûõ áàíàíîâ óâåëè÷èëñÿ íà 30%.

5. Ðåøèòü óðàâíåíèå 10 sin2 x
2 + 3 sinx− 5 = 0

Îòâåò: x = 2arctg −3−
√
34

5 + 2πn, n ∈ Z; x = 2arctg −3−
√
34

5 + 2πk, k ∈ Z.
Èìååì sinx = 2 sin x

2 cos x
2 , 1 = sin2 x

2 + cos2 x
2 . Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

10 sin2
x

2
+ 6 sin

x

2
cos

x

2
− 5(sin2

x

2
+ cos2

x

2
) = 0, èëè

5 sin2
x

2
+ 6 sin

x

2
cos

x

2
− 5 cos2

x

2
= 0.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ cos x
2 6= 0, èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëó÷èëè áû, ÷òî sin x

2 = 0, ÷òî ïðîòèâî-
ðå÷èò îñíîâíîìó òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó òîæäåñòâó. Ïîäåëèâ óðàâíåíèå íà cos2 x

2 , ïîëó÷èì óðàâíåíèå

5 tg2
x

2
+ 6 tg

x

2
− 5 = 0,

êîòîðîå çàìåíîé t = tg x
2 ñâîäèòñÿ ê êâàäðàòíîìó 5t2 + 6t− 5 = 0, îòêóäà ëåãêî ïîëó÷èòü îòâåò.

6. Ðåøèòü óðàâíåíèå log21/7(49x)− log7

(
x
7

)
= 3

Îòâåò: x = 1
7 , x = 1

49 .
ÎÄÇ óðàâíåíèÿ x > 0. Òîãäà

log
x

7
= log7 x− 1, log 1

7
(49x) = − log7(49x) = −2− log7 x.

Îáîçíà÷èâ t = log7 x, ïîëó÷èì óðàâíåíèå (−t− 2)2 − (t− 1)− 3 = 0, èëè

t2 + 3t+ 2 = 0,

êîðíÿìè êîòîðîãî áóäóò t1 = −1, t2 = −2. Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ log7 x = −1, log7 x = −2, ïîëó÷àåì îòâåò.

7. ×èñëî a ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ x2 − x− 3 = 0. Âû÷èñëèòü a5 − 19a.
Îòâåò: 21. Òàê êàê a êîðåíü, òî a2 = a+ 3. Ïîýòîìó

a4 = (a+ 3)2 = a2 + 6a+ 9 = a+ 3 + 6a+ 9 = 7a+ 12.

Óìíîæàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà a, ïîëó÷èì a5 = 7a2 + 12a = 7(a+ 3) + 12a = 19a+ 21. Òîãäà

a5 − 19a = 19a+ 21− 19a = 21.

8. ABCDA1B1C1D1 � êóá ñ ðåáðîì 6. F � ñåðåäèíà C1D1, E � ñåðåäèíà BC. Íàéòè ïëîùàäü ñå÷åíèÿ, ïðîõî-
äÿùåãî ÷åðåç F ïåðïåíäèêóëÿðíî DE.

Îòâåò: 18
√
5.

Ïðîâåäåì FK||C1C. Òîãäà FK ïåðïåíäèêóëÿðíî DE. Îòìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèêè ADK è DCE ðàâíû. Òî-
ãäà ∠EDC + ∠AKD = ∠EDC + ∠DEC = 900. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìûå DE è AK ïåðïåíäèêóëÿðíû. Ïîýòîìó
ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç AK è KF áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé DE. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ñå÷åíèå áóäåò
ïðÿìîóãîëüíèê AKFA1 ó êîòîðîãî AK =

√
9 + 36 = 3

√
5, AA1 = 6. Çíà÷èò ïëîùàäü ðàâíà 18

√
5.
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9. Íàïèñàòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = x5 +4x äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ïàðàëëåëüíàÿ èëè
ñîâïàäàþùàÿ ñ íåé êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = sin 4x+ 10

Îòâåò: y = 4x. Ïóñòü x1 � àáñöèññà òî÷êè êàñàíèÿ êàñàòåëüíîé ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè f(x) = x5+4x, x2 � òî÷êà
êàñàíèÿ êàñàòåëüíîé ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè g(x) = sin 4x+10. Òàê êàê êàñàòåëüíûå ïàðàëëåëüíû èëè ñîâïàäàþò, òî
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f ′(x1) = g′(x2).

Ïîëó÷àåì

5x41 + 4 = 4 cosx2. (1)

Òàê êàê cosx2 ∈ [−1; 1], òî 4 cosx2 ∈ [−4; 4], à 5x21+4 > 4. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (1) ñïðàâåäëèâî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà {

5x21 + 4 = 4,

4 cosx2 = 4.

Îòñþäà x1 = 0. Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé èìååò âèä y = f(x1) + f ′(x1)(x− 0). Ïîëó÷àåì y = 4x.

10. Â îêðóæíîñòè ðàäèóñà 5 ïåðåñåêàþùèåñÿ õîðäû AB è CD ïåðïåíäèêóëÿðíû. Íàéòè BD, åñëè AC = 6.
Îòâåò: BD = 8.

Ïðîâåäåì äèàìåòð DD1. Òîãäà CD1||AB. Ñëåäîâàòåëüíî, AC = D1B. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà äëÿ òðåóãîëüíèêà
DBD1 ïîëó÷àåì DB =

√
DD2

1 −D1B2 = 8.

11. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ íåðàâåíñòâî
x+ 3a− 2

x− 2a− 1
6 0 ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ

x ∈ [3; 4].
Îòâåò: a ∈ (−∞;− 2

3

]
∪
(
3
2 ; +∞).

Ðåøàåì íåðàâåíñòâî ìåòîäîì èíòåðâàëîâ. Êîðåíü ÷èñëèòåëÿ � (2− 3a), êîðåíü çíàìåíàòåëÿ � (2a+ 1).
Åñëè 2− 3a < 2a+ 1, òî ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà áóäåò [2− 3a, 2a+ 1). Íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ
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x ∈ [3; 4], åñëè 
2− 3a < 2a+ 1,

3 > 2− 3a,

2a+ 1 > 4,

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî a ∈
(
3
2 ; +∞).

Åñëè 2− 3a > 2a+ 1, òî ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà áóäåò [2a+ 1, 2− 3a). Íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ
x ∈ [3; 4], åñëè 

2− 3a > 2a+ 1,

3 > 2a+ 1,

2− 3a > 4,

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî a ∈ (−∞;− 2
3

]
.

Åñëè 2− 3a = 2a+ 1, òî íåðàâåíñòâî íå èìååò ðåøåíèé.

12. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, . . . , òàêîâà, ÷òî x1 = 33, xn = n
xn−1

äëÿ âñåõ n > 1. Íà ñêîëüêî íóëåé îêàí÷èâàåòñÿ

÷èñëî ðàâíîå ïðîèçâåäåíèþ x1x2 . . . x2022?
Îòâåò: 251. Èìååì

x2 =
2

x1
, x4 =

4

x3
, x6 =

6

x5
, . . . , x2020 =

2020

x2019
, x2022 =

2022

x2021
.

Îòñþäà
x1x2 = 2, x3x4 = 4, x5x6 = 6, . . . , x2019x2020 = 2020, x2021x2022 = 2022.

Çíà÷èò

x1x2x3 . . . x2021x2022 = (x1x2)(x3x4)(x5x6) . . . (x2019x2020)(x2021x2022) =

= 2 · 4 · 6 · 8 · . . . · 2020 · 2022 = (2 · 1)(2 · 2)(2 · 3) . . . (2 · 1010)(2 · 1011) = 210111011!

Òàê êàê 0 ïîëó÷àåòñÿ ïðè óìíîæåíèè ïðîñòûõ ÷èñåë 2 è 5, òî êîëè÷åñòâî íóëåé íàøåãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíî êîëè-
÷åñòâó 5 â ðàçëîæåíèè 1011! íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

Ïóñòü [a] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà a. Òîãäà êîëè÷åñòâî ïÿòåðîê ðàâíî[1011
5

]
+
[1011

25

]
+
[1011
125

]
+
[1011
625

]
= 202 + 40 + 8 + 1 = 251.

Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìèíèñòåðñòâî öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ÓÐ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 15 àïðåëÿ 2023 ãîäà, 11 êëàññ, âàðèàíò 2.

1. Âû÷èñëèòü
25

1
18 · 5 5

2

√
5 · 5− 8

9 · 25

2. Ðåøèòü ñèñòåìó

{
3x− 2y = 5

2x+ 3y = 7

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî x
x+2 > x+1

x+3
4. Åñëè çàòðàòû íà ïîêóïêó áàíàíîâ âîçðîñëè íà 82%, à öåíà êèëîãðàììà áàíàíîâ óâåëè÷èëàñü 30%, òî êàê

èçìåíèëñÿ âåñ êóïëåííûõ áàíàíîâ?
5. Ðåøèòü óðàâíåíèå 4 cos2 x

2 − 5 sinx− 2 = 0.

6. Ðåøèòü óðàâíåíèå log21/6(36x) + log6

(
x
6

)
= −3

7. ×èñëî a ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ x2 − x− 4 = 0. Âû÷èñëèòü a5 − 29a.
8. ABCDA1B1C1D1 � êóá ñ ðåáðîì 8. F � ñåðåäèíà C1D1, E � ñåðåäèíà BC. Íàéòè ïëîùàäü ñå÷åíèÿ, ïðîõî-

äÿùåãî ÷åðåç E ïåðïåíäèêóëÿðíî B1F .
9. Íàïèñàòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = x5 +5x äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ïàðàëëåëüíàÿ èëè

ñîâïàäàþùàÿ ñ íåé êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = sin 5x− 1
10. Â îêðóæíîñòè ðàäèóñà 5 ïåðåñåêàþùèåñÿ õîðäû AB è CD ïåðïåíäèêóëÿðíû. Íàéòè AD, åñëè BC = 8.

11. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ íåðàâåíñòâî
x+ 4a− 3

x− 2a− 1
6 0 ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ

x ∈ [2; 4].
12. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, . . . , òàêîâà, ÷òî x1 = 37, xn = n−1

xn−1
äëÿ âñåõ n > 1. Íà ñêîëüêî íóëåé îêàí÷èâàåòñÿ

÷èñëî ðàâíîå ïðîèçâåäåíèþ x1x2 . . . x2022?
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Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìèíèñòåðñòâî öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ÓÐ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 15 àïðåëÿ 2023 ãîäà, 11 êëàññ, âàðèàíò 3.

1. Âû÷èñëèòü
36

1
16 · 6 5

2

√
6 · 6− 7

8 · 36

2. Ðåøèòü ñèñòåìó

{
2x− 3y = 7

3x+ 2y = 5

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî x
x+1 > x+1

x+3
4. Åñëè çàòðàòû íà ïîêóïêó áàíàíîâ âîçðîñëè íà 76%, à öåíà êèëîãðàììà áàíàíîâ óâåëè÷èëàñü íà 10%, òî êàê

èçìåíèëñÿ âåñ êóïëåííûõ áàíàíîâ?
5. Ðåøèòü óðàâíåíèå 4 sin2 x

2 − 5 sinx− 2 = 0.

6. Ðåøèòü óðàâíåíèå log21/5

(
x
25

)
− log5(25x

2) = 9.

7. ×èñëî a ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ x2 − x− 1 = 0. Âû÷èñëèòü a5 − 4a.
8. ABCDA1B1C1D1 � êóá ñ ðåáðîì 6. F � ñåðåäèíà C1B1, E � ñåðåäèíà AB. Íàéòè ïëîùàäü ñå÷åíèÿ, ïðîõî-

äÿùåãî ÷åðåç F ïåðïåíäèêóëÿðíî CE.
9. Íàïèñàòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = −x3 − 3x äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ïàðàëëåëüíàÿ

èëè ñîâïàäàþùàÿ ñ íåé êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = cos 3x+ 1
10. Â îêðóæíîñòè ðàäèóñà 10 ïåðåñåêàþùèåñÿ õîðäû AB è CD ïåðïåíäèêóëÿðíû. Íàéòè BD, åñëè AC = 12.

11. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ íåðàâåíñòâî
x+ 3a− 2

x− 4a− 1
6 0 ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ

x ∈ [3; 5].
12. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, . . . , òàêîâà, ÷òî x1 = 45, xn = n

xn−1
äëÿ âñåõ n > 1. Íà ñêîëüêî íóëåé îêàí÷èâàåòñÿ

÷èñëî ðàâíîå ïðîèçâåäåíèþ x1x2 . . . x2020?

Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìèíèñòåðñòâî öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ÓÐ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 15 àïðåëÿ 2023 ãîäà, 11 êëàññ, âàðèàíò 4.

1. Âû÷èñëèòü
64

1
18 · 8 5

2

√
8 · 8− 8

9 · 64

2. Ðåøèòü ñèñòåìó

{
3x− 2y = 7

2x+ 3y = 5

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî x+1
x+2 > x+2

x+3
4. Åñëè çàòðàòû íà ïîêóïêó áàíàíîâ âîçðîñëè íà 92%, à öåíà êèëîãðàììà áàíàíîâ óâåëè÷èëàñü 60%, òî êàê

èçìåíèëñÿ âåñ êóïëåííûõ áàíàíîâ?
5. Ðåøèòü óðàâíåíèå 10 cos2 x

2 + 3 sinx− 5 = 0

6. Ðåøèòü óðàâíåíèå log21/3(9x) + log3

(
x
3

)
= 9

7. ×èñëî a ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ x2 − 2x− 2 = 0. Âû÷èñëèòü a5 − 44a.
8. ABCDA1B1C1D1 � êóá ñ ðåáðîì 8. F � ñåðåäèíà C1B1, E � ñåðåäèíà AD. Íàéòè ïëîùàäü ñå÷åíèÿ, ïðîõî-

äÿùåãî ÷åðåç F ïåðïåíäèêóëÿðíî CE.
9. Íàïèñàòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = x3 +3x äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ïàðàëëåëüíàÿ èëè

ñîâïàäàþùàÿ ñ íåé êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = sin 3x+ 1
10. Â îêðóæíîñòè ðàäèóñà 10 ïåðåñåêàþùèåñÿ õîðäû AB è CD ïåðïåíäèêóëÿðíû. Íàéòè AD, åñëè BC = 16.

11. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ íåðàâåíñòâî
x+ 3a− 4

x− 2a− 1
6 0 ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ

x ∈ [2; 4].
12. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, . . . , òàêîâà, ÷òî x1 = 33, xn = n−1

xn−1
äëÿ âñåõ n > 1. Íà ñêîëüêî íóëåé îêàí÷èâàåòñÿ

÷èñëî ðàâíîå ïðîèçâåäåíèþ x1x2 . . . x2024?
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Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìèíèñòåðñòâî öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ÓÐ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 15 àïðåëÿ 2023 ãîäà, 10 êëàññ, âàðèàíò 1.

1. Âû÷èñëèòü 149·497
44·715

2. Ðåøèòü ñèñòåìó

{
3x+ 4y = 5,

5x+ 6y = 7

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 3x
2x+1 > x+3

3x+1 .
4. Âêëàä÷èê ïîëîæèë â áàíê ïîä p ïðîöåíòîâ ãîäîâûõ 12500 ðóáëåé. ×åðåç ãîä îí ñíÿë ñî ñâîåãî ñ÷åòà 7500

ðóáëåé, à åùå ÷åðåç ãîä íà ñ÷åòó ó íåãî îêàçàëîñü 6875 ðóáëåé. Íàéòè p.
Îòâåò: p = 10%. ×åðåç ãîä íà ñ÷åòó ó âêëàä÷èêà áóäåò

12500 + 12500 · p

100
= 12500

(
1 +

p

100

)
,

à åùå ÷åðåç ãîä (
12500

(
1 +

p

100

)
−7500

)(
1 +

p

100

)
= 6875.

Îáîçíà÷èâ x = 1+ p
100 , ïîëó÷èì óðàâíåíèå 12500x2− 7500x− 6875 = 0, èëè 20x2− 12x− 11 = 0. Åãî êîðíÿìè áóäóò

x1 = 1, 1, x2 = −0, 5. Ïîýòîìó p = 10%.

5. Èç ïóíêòà A â ïóíêò B âûåõàëà ãðóçîâàÿ ìàøèíà. Îäíîâðåìåííî íàâñòðå÷ó åé èç ïóíêòà B â ïóíêò A

âûåõàëà ëåãêîâàÿ ìàøèíà. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ îíè âñòðåòèëèñü è ïîñëå ýòîãî ãðóçîâàÿ ìàøèíà åõàëà äî B åùå
8 ÷àñîâ, à ëåãêîâàÿ äî A � åùå 2 ÷àñà. Íàéòè îòíîøåíèå ñêîðîñòåé.

Îòâåò: 2 .
Ïóñòü ñêîðîñòü ãðóçîâîé ìàøèíû x, ñêîðîñòü ëåãêîâîé y, âðåìÿ äî âñòðå÷è t. Òîãäà äî âñòðå÷è ãðóçîâàÿ ìàøèíà

ïðîåõàëà ðàññòîÿíèå xt, êîòîðîå çàòåì ëåãêîâîé àâòîìîáèëü ïðîåõàë çà 2 ÷àñà. Ëåãêîâîé àâòîìîáèëü äî âñòðå÷è
ïðîåõàë ðàññòîÿíèå yt, êîòîðîå çàòåì ãðóçîâàÿ ìàøèíà ïðîåõàëà çà 8 ÷àñîâ. Ïîëó÷àåì

xt = 2y, yt = 8x.

Îòñþäà
xt

yt
=

2y

8x
, èëè 4x2 = y2.

Çíà÷èò y = 2x.

6. ×èñëî a ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ x2 − 2x− 85 = 0. Âû÷èñëèòü a4 − 348a.
Îòâåò: 7565. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî a2 = 2a+ 85. Òîãäà

a4 − 348a = (2a+ 85)2 − 348a = 4a2 + 340a+ 7225− 348a = 4a2 − 8a+ 7225 =

= 4(2a+ 85)− 8a+ 7225 = 340 + 7225 = 7565

7. Íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) = |x+ 1|+ 2|x|
Îòâåò: 1.

Ïðè x ∈ (−∞,−1] f(x) = −3x− 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, f óáûâàåò íà (−∞,−1].
Åñëè x ∈ [−1, 0], òî f(x) = −x+ 1 è ïîýòîìó óáûâàåò íà [−1, 0].
Ïðè x ∈ [0,+∞) f(x) = 3x+ 1 è çíà÷èò f âîçðàñòàåò íà [0,+∞).
Ïîëó÷èëè, ÷òî ôóíêöèÿ f óáûâàåò íà (−∞, 0] è âîçðàñòàåò íà [0,+∞). Çíà÷èò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèÿ

ïðèíèìàåò ïðè x = 0, êîòîðîå ðàâíî 1.

8. Â òðåóãîëüíèê ABC âïèñàíà îêðóæíîñòü. Ê îêðóæíîñòè ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ AB â òî÷êå
K, BC â òî÷êå L. Íàéòè ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà BKL, åñëè AB = 16, BC = 8, AC = 20.

Îòâåò: 4.

ÏóñòüM,N,P � òî÷êè êàñàíèÿ îêðóæíîñòè ñòîðîí AB,AC,BC ñîîòâåòñòâåííî. Q� òî÷êà êàñàíèÿ êàñàòåëüíîé
KL ñ îêðóæíîñòüþ. Ïî ñâîéñòâó êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

KQ = KM, LQ = LP, BM = BP.

Òîãäà ïåðèìåòð pBKL òðåóãîëüíèêà BKL ðàâåí

pBKL = BK +KL+BL = BK +KQ+QL+BL = BK +KM + LP + LB = BM +BP = 2BM.
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Ïóñòü BM = x. Òîãäà AM = 16 − x, CN = 20 − (16 − x) = x + 4. Ïîýòîìó CP = x + 4. Òàê êàê BP = x, òî
BC = 8 = BP + PC = x+ x+ 4 = 2x+ 4. Îòñþäà x = 2. Çíà÷èò ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà BKL ðàâåí 4.

9. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC èç òî÷êè D íà ñòîðîíå AC îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû DM è DN íà
ñòîðîíû AB è BC ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè óãîë ABC, åñëè MN = 3, BD = 6.

Îòâåò: 300.

Òàê êàê ∠DMB = ∠DNB = 900, òî òî÷êèD,M,B,N Ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, äèàìåòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ
BD. Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ èìååì

MN

sinMBN
= 2R = BD.

Îòñþäà sinMBN = MN
DB = 1

2 . Òàê êàê òðåóãîëüíèê îñòðîóãîëüíûé, òî óãîë B ðàâåí 300.

10. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå
(3x− 1)2 + (5a− a2)|3x− 1|+ 25− a2 = 0 èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü.

Îòâåò: a = 5. Îáîçíà÷èì t = |3x− 1|. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó{
|3x− 1| = t,

t2 + (5a− a2)t+ 25− a2 = 0.

Óðàâíåíèå |3x−1| = t èìååò äâà êîðíÿ ïðè t > 0, íå èìååò êîðíåé ïðè t < 0 è èìååò îäèí êîðåíü ïðè t = 0. Ïîýòîìó
÷èñëî a áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ çàäà÷è òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå

t2 + (5a− a2)t+ 25− a2 = 0

ëèáî èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü t = 0, ëèáî èìååò äâà êîðíÿ: îäèí t = 0, à âòîðîé � îòðèöàòåëüíûé. ×èñëî t = 0
áóäåò êîðíåì, åñëè 25− a2 = 0, èëè a = ±5.

Ïðè a = 5 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå t2 = 0, èìåþùåå îäèí êîðåíü t = 0.
Ïðè a = −5 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå t2 − 50t = 0, êîðíÿìè êîòîðîãî áóäóò t = 0 è t = 50.
Ñëåäîâàòåëüíî, a = −5 íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ çàäà÷è.

11. Öåëûå ÷èñëà x, y òàêîâû, ÷òî ÷èñëî 3x + 7y äåëèòñÿ íà 19. Âåðíî ëè, ÷òî ÷èñëî 62x + 52y äåëèòñÿ íà 19?
Îòâåò: íåò.

Ïóñòü x = 8, y = 2. Òîãäà 3x+ 7y = 38 äåëèòñÿ íà 19. 62x+ 52y = 600 íå äåëèòñÿ íà 19.
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12. Êàêàÿ äðîáü ïîëó÷èòñÿ, åñëè áåñêîíå÷íóþ äåñÿòè÷íóþ äðîáü 0, 6(27) = 0, 627272727 . . . (ïåðèîä äðîáè ðàâåí
27) ïðåâðàòèòü â îáûêíîâåííóþ?

Îòâåò:
69
110 .

Îáîçíà÷èì x = 0, 627272727 . . ., y = 0, 27272727 . . .. Òîãäà 10x = 6 + y, 100y = 27 + y. Ðåøàÿ ñèñòåìó, ïîëó÷àåì
îòâåò.

Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìèíèñòåðñòâî öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ÓÐ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 15 àïðåëÿ 2023 ãîäà, 10 êëàññ, âàðèàíò 2.

1. Âû÷èñëèòü 159·257
94·515

2. Ðåøèòü ñèñòåìó

{
3x− 4y = 5,

5x+ 6y = 7

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 3x
x+2 > x+3

2x+2 .
4. Âêëàä÷èê ïîëîæèë â áàíê ïîä p ïðîöåíòîâ ãîäîâûõ 15000 ðóáëåé. ×åðåç ãîä îí ñíÿë ñî ñâîåãî ñ÷åòà 9000

ðóáëåé, à åùå ÷åðåç ãîä íà ñ÷åòó ó íåãî îêàçàëîñü 8250 ðóáëåé. Íàéòè p.
5. Èç ïóíêòà A â ïóíêò B âûåõàëà ãðóçîâàÿ ìàøèíà. Îäíîâðåìåííî íàâñòðå÷ó åé èç ïóíêòà B â ïóíêò A

âûåõàëà ëåãêîâàÿ ìàøèíà. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ îíè ñòðåòèëèñü è ïîñëå ýòîãî ãðóçîâàÿ ìàøèíà åõàëà äî B åùå
25 ÷àñîâ, à ëåãêîâàÿ äî A � åùå 16 ÷àñîâ. Íàéòè îòíîøåíèå ñêîðîñòåé.

6. ×èñëî a ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ x2 − 2x− 65 = 0. Âû÷èñëèòü a4 − 268a.
7. Íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) = |x− 1|+ 2|x− 2|
8. Â òðåóãîëüíèê ABC âïèñàíà îêðóæíîñòü. Ê îêðóæíîñòè ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ AB â òî÷êå

K, BC â òî÷êå L. Íàéòè ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà BKL, åñëè AB = 10, BC = 8, AC = 12.
9. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC èç òî÷êè D íà ñòîðîíå AC îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû DM è DN íà

ñòîðîíû AB è BC ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè óãîë ABC, åñëè MN = 3
√
2, BD = 6.

10. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå
(2x− 1)2 + (4a− a2)|2x− 1|+ 16− a2 = 0 èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü.

11. Öåëûå ÷èñëà x, y òàêîâû, ÷òî ÷èñëî 5x+ 4y äåëèòñÿ íà 23. Âåðíî ëè, ÷òî ÷èñëî 106x+ 71y äåëèòñÿ íà 23?
Îòâåò: äà.
Èìååì 106x+71y = 12(5x+4y) + 23(2x+ y). Ñïðàâà êàæäîå ñëàãàåìîå äåëèòñÿ íà 23. Çíà÷èò ñóììà äåëèòñÿ íà

23.
12. Êàêàÿ äðîáü ïîëó÷èòñÿ, åñëè áåñêîíå÷íóþ äåñÿòè÷íóþ äðîáü 0, 3(37) = 0, 337373737 . . . (ïåðèîä äðîáè ðàâåí

37) ïðåâðàòèòü â îáûêíîâåííóþ?
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Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìèíèñòåðñòâî öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ÓÐ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 15 àïðåëÿ 2023 ãîäà, 10 êëàññ, âàðèàíò 3.

1. Âû÷èñëèòü 109·257
44·515

2. Ðåøèòü ñèñòåìó

{
3x+ 4y = 5,

5x− 6y = 7

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 3x
x+2 > x+3

4x .
4. Âêëàä÷èê ïîëîæèë â áàíê ïîä p ïðîöåíòîâ ãîäîâûõ 12500 ðóáëåé. ×åðåç ãîä îí ñíÿë ñî ñâîåãî ñ÷åòà 6875

ðóáëåé, à åùå ÷åðåç ãîä íà ñ÷åòó ó íåãî îêàçàëîñü 7980 ðóáëåé. Íàéòè p.
5. Èç ïóíêòà A â ïóíêò B âûåõàëà ãðóçîâàÿ ìàøèíà. Îäíîâðåìåííî íàâñòðå÷ó åé èç ïóíêòà B â ïóíêò A

âûåõàëà ëåãêîâàÿ ìàøèíà. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ îíè ñòðåòèëèñü è ïîñëå ýòîãî ãðóçîâàÿ ìàøèíà åõàëà äî B åùå
16 ÷àñîâ, à ëåãêîâàÿ äî A � åùå 9 ÷àñîâ. Íàéòè îòíîøåíèå ñêîðîñòåé.

6. ×èñëî a ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ x2 − x− 125 = 0. Âû÷èñëèòü a4 − 251a.
7. Íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) = |x|+ 2|x− 1|
8. Â òðåóãîëüíèê ABC âïèñàíà îêðóæíîñòü. Ê îêðóæíîñòè ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ AB â òî÷êå

K, BC â òî÷êå L. Íàéòè ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà BKL, åñëè AB = 16, BC = 14, AC = 12.
9. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC èç òî÷êè D íà ñòîðîíå AC îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû DM è DN íà

ñòîðîíû AB è BC ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè óãîë ABC, åñëè MN = 3
√
3, BD = 6.

10. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå
(x− 1)2 + (2a− a2)|x− 1|+ 4− a2 = 0 èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü.

11. Öåëûå ÷èñëà x, y òàêîâû, ÷òî ÷èñëî 7x+ 8y äåëèòñÿ íà 13. Âåðíî ëè, ÷òî ÷èñëî 108x+ 46y äåëèòñÿ íà 13?
12. Êàêàÿ äðîáü ïîëó÷èòñÿ, åñëè áåñêîíå÷íóþ äåñÿòè÷íóþ äðîáü 0, 4(21) = 0, 421212121 . . . (ïåðèîä äðîáè ðàâåí

21) ïðåâðàòèòü â îáûêíîâåííóþ?

Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìèíèñòåðñòâî öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ÓÐ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 15 àïðåëÿ 2023 ãîäà, 10 êëàññ, âàðèàíò 4.

1. Âû÷èñëèòü 359·497
254·715

2. Ðåøèòü ñèñòåìó

{
3x− 4y = 5,

5x− 6y = 7

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 2x
x+1 > 2x−1

x .
4. Âêëàä÷èê ïîëîæèë â áàíê ïîä p ïðîöåíòîâ ãîäîâûõ 15000 ðóáëåé. ×åðåç ãîä îí ñíÿë ñî ñâîåãî ñ÷åòà 8250

ðóáëåé, à åùå ÷åðåç ãîä íà ñ÷åòó ó íåãî îêàçàëîñü 9075 ðóáëåé. Íàéòè p.
5. Èç ïóíêòà A â ïóíêò B âûåõàëà ãðóçîâàÿ ìàøèíà. Îäíîâðåìåííî íàâñòðå÷ó åé èç ïóíêòà B â ïóíêò A

âûåõàëà ëåãêîâàÿ ìàøèíà. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ îíè ñòðåòèëèñü è ïîñëå ýòîãî ãðóçîâàÿ ìàøèíà åõàëà äî B åùå
9 ÷àñîâ, à ëåãêîâàÿ äî A � åùå 4 ÷àñà. Íàéòè îòíîøåíèå ñêîðîñòåé.

6. ×èñëî a ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ x2 − x− 135 = 0. Âû÷èñëèòü a4 − 271a.
7. Íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) = |x+ 2|+ 2|x+ 1|
8. Â òðåóãîëüíèê ABC âïèñàíà îêðóæíîñòü. Ê îêðóæíîñòè ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ AB â òî÷êå

K, BC â òî÷êå L. Íàéòè ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà BKL, åñëè AB = 6, BC = 8, AC = 12.
9. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC èç òî÷êè D íà ñòîðîíå AC îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû DM è DN íà

ñòîðîíû AB è BC ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè óãîë ABC, åñëè MN = 4, BD = 8.
10. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå

(x+ 1)2 + (3a− a2)|x+ 1|+ 9− a2 = 0 èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü.
11. Öåëûå ÷èñëà x, y òàêîâû, ÷òî ÷èñëî 15x+ 11y äåëèòñÿ íà 17. Âåðíî ëè, ÷òî ÷èñëî 3x+ 111y äåëèòñÿ íà 17?
12. Êàêàÿ äðîáü ïîëó÷èòñÿ, åñëè áåñêîíå÷íóþ äåñÿòè÷íóþ äðîáü 0, 2(29) = 0, 229292929 . . . (ïåðèîä äðîáè ðàâåí

29) ïðåâðàòèòü â îáûêíîâåííóþ?
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Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìèíèñòåðñòâî öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ÓÐ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 15 àïðåëÿ 2023 ãîäà, 9 êëàññ, âàðèàíò 1.

1. Âû÷èñëèòü 68·159
98·96·109

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî x2−7x+10
4x−x2 > 0

3. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y = x−1
|x−1| +

x−2
|x−2|

4. Ïîåçä, äâèãàÿñü ðàâíîìåðíî ñî ñêîðîñòüþ 90 êì/÷, ïðîåçæàåò ìèìî ïåøåõîäà, èäóùåãî ïàðàëëåëüíî ïóòÿì
ñî ñêîðîñòüþ 3,6 êì/÷ íàâñòðå÷ó ïîåçäó, çà 10 ñåêóíä. Íàéäèòå äëèíó ïîåçäà â ìåòðàõ

Îòâåò: 260 ìåòðîâ. Ïðåäñòàâèì ñêîðîñòè â ìåòðàõ â ñåêóíäó. Òîãäà ñêîðîñòü ïîåçäà 25 ìåòðîâ ñ ñåêóíäó,
ñêîðîñòü ïåøåõîäà � 1 ìåòð â ñåêóíäó. Ïóñòü äëèíà ïîåçäà l. Çàäà÷ó ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê. Äâà òåëà,
íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè l äðóã îò äðóãà, äâèæóòñÿ íàâñòðå÷ó äðóãó äðóãó ñî ñêîðîñòÿìè v1, v2 è âñòðå÷àþòñÿ
÷åðåç âðåìÿ t. Íàéòè l. Ïîëó÷àåì l = (v1 + v2)t.

5. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè äåëèò ãèïîòåíóçó íà îòðåçêè äëèíîé
5 è 12. Íàéòè êàòåòû òðåóãîëüíèêà.

Îòâåò: 8 è 15. Ïóñòü AK = 5, BK = 12. Òîãäà AL = 5, BM = 12 ïî ñâîéñòâó êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè.
Îáîçíà÷èì CL = CM = x. Òîãäà AC = 5 + x, CB = 12 + x è ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà ïîëó÷èì

(x+ 5)2 + (x+ 12)2 = 172,

îòêóäà x = 3. Çíà÷èò êàòåòû ðàâíû 8 è 15.

6. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC, AB = BC = 4, AC = 6 ïðîâåäåíû áèññåêòðèñû AN , CM . Íàéòè äëèíó
NM .

Îòâåò: NM = 12
5 .

Ïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû èìååì BN
NC = AB

AC = 4
6 . Êðîìå òîãî, BN + NC = 4. Îòñþäà BN = 8

5 . Òðåóãîëüíèêè
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BNM è ABC ïîäîáíû. Ïîýòîìó
NM

AC
=
BN

BC
, èëè

NM

6
=

8
5

4

Çíà÷èò NM = 12
5 .

7. Êàêàÿ äðîáü ïîëó÷èòñÿ, åñëè áåñêîíå÷íóþ äåñÿòè÷íóþ äðîáü 0, 6(23) = 0, 623232323 . . . (ïåðèîä äðîáè ðàâåí
0, 23) ïðåâðàòèòü â îáûêíîâåííóþ?

Îòâåò:
617
990 Îáîçíà÷èì x = 0, 623232323 . . ., y = 0, 232323 . . .. Òîãäà 10x = 6 + y. Êðîìå òîãî, 100y = 23 + y.

Çíà÷èò y = 23
99 , 10x = 6 + 23

99 = 617
99 . Ñëåäîâàòåëüíî, x = 617

990 .

8. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñóììà êâàäðàòîâ êîðíåé óðàâíåíèÿ x2−3ax+a2 = 0
ðàâíà 0,28.

Îòâåò: a = ±0, 2. Äèñêðèìèíàò óðàâíåíèÿ ðàâåí 9a2 − 4a2 = 5a2 > 0 è ïîýòîìó óðàâíåíèå ïðè ëþáîì a èìååò
êîðíè x1, x2. Ïî òåîðåìå Âèåòà x1 + x2 = 3a, x1x2 = a2. Òîãäà

x21 + x22 = (x1 + x2)
2 − 2x1x2 = 9a2 − 2a2 = 7a2.

Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 7a2 = 0, 28, îòêóäà a = ±0, 2.

9. Íàéòè âñå öåëûå ÷èñëà n, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ÷èñëî n2+1
n+2 ÿâëÿåòñÿ öåëûì.

Îòâåò: n ∈ {−7,−1, 0, 3}. Ïðåäñòàâèì äðîáü n2+1
n+2 â âèäå

n2 + 1

n+ 2
=

(n4 − 4) + 5

n+ 2
= n− 2 +

5

n+ 2

Òàê êàê n öåëîå ÷èñëî, òî äðîáü áóäåò öåëûì ÷èñëîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äðîáü 5
n+2 ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì.

Òàê êàê ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü � öåëûå ÷èñëî, òî ýòî âîçìîæíî òîëüêî, åñëè 5 äåëèòñÿ íà n+ 2. Ïîëó÷àåì, ÷òî
n+ 2 ìîæåò ðàâíÿòüñÿ ±1,±5, îòêóäà ñëåäóåò îòâåò.

10. Ñðåäíèé âîçðàñò ãðóïïû èç âðà÷åé è áîëüíûõ ðàâåí 45 ëåò. Ñðåäíèé âîçðàñò îòäåëüíî âðà÷åé 40 ëåò, à
ñðåäíèé âîçðàñò îòäåëüíî áîëüíûõ 60 ëåò. Êîãî áîëüøå: âðà÷åé èëè áîëüíûõ? È âî ñêîëüêî ðàç?

Îòâåò: âðà÷åé áîëüøå â 3 ðàçà. Ïóñòü âðà÷åé x, áîëüíûõ y. Òîãäà âîçðàñò âñåõ áóäåò 45(x+y). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
âîçðàñò âðà÷åé 30x, âîçðàñò áîëüíûõ 60y. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

45(x+ y) = 40x+ 60y,

îòêóäà 5x = 15y èëè x = 3y. Çíà÷èò âðà÷åé áîëüøå â 3 ðàçà
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Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìèíèñòåðñòâî öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ÓÐ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 15 àïðåëÿ 2023 ãîäà, 9 êëàññ, âàðèàíò 2.

1. Âû÷èñëèòü 69·158
98·48·107

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî x2+7x+10
9x−x2 > 0

3. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y = x+1
|x+1| +

x+2
|x+2|

4. Ïîåçä, äâèãàÿñü ðàâíîìåðíî ñî ñêîðîñòüþ 75 êì/÷, ïðîåçæàåò ìèìî ïåøåõîäà, èäóùåãî ïàðàëëåëüíî ïóòÿì
ñî ñêîðîñòüþ 3 êì/÷ íàâñòðå÷ó ïîåçäó, çà 30 ñåêóíä. Íàéäèòå äëèíó ïîåçäà â ìåòðàõ

5. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè äåëèò ãèïîòåíóçó íà îòðåçêè äëèíîé
10 è 15. Íàéòè êàòåòû òðåóãîëüíèêà.

6. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC, AB = BC = 6, AC = 4 ïðîâåäåíû áèññåêòðèñû AN , CM . Íàéòè äëèíó
NM .

7. Êàêàÿ äðîáü ïîëó÷èòñÿ, åñëè áåñêîíå÷íóþ äåñÿòè÷íóþ äðîáü 0, 3(31) = 0, 531313131 . . . (ïåðèîä äðîáè ðàâåí
0, 31) ïðåâðàòèòü â îáûêíîâåííóþ?

8. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñóììà êâàäðàòîâ êîðíåé óðàâíåíèÿ x2−3ax+2a2 = 0
ðàâíà 0,8.

9. Íàéòè âñå öåëûå ÷èñëà n, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ÷èñëî n2+2
n+3 ÿâëÿåòñÿ öåëûì.

10. Ñðåäíèé âîçðàñò ãðóïïû èç âðà÷åé è áîëüíûõ ðàâåí 40 ëåò. Ñðåäíèé âîçðàñò îòäåëüíî âðà÷åé 35 ëåò, à
ñðåäíèé âîçðàñò îòäåëüíî áîëüíûõ 50 ëåò. Êîãî áîëüøå: âðà÷åé èëè áîëüíûõ? È âî ñêîëüêî ðàç?
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Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìèíèñòåðñòâî öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ÓÐ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 15 àïðåëÿ 2023 ãîäà, 8 êëàññ, âàðèàíò 1
Ðåøåíèå çàäà÷

1. Ðàññòàâüòå çíàêè ìîäóëÿ òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü âåðíîå ðàâåíñòâî

4− 5− 7− 11− 19 = 22

Ðåøåíèå. Íàïðèìåð, ‖4− 5| − |7− 11− 19‖ = 22

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå 2x+1
x−6 = 5+3x

x−6 .
Îòâåò. x = −4.

3. Ïðåäñòàâèòü ÷èñëî 294 â âèäå ñóììû 4 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêèõ ÷òî, åñëè îäíî èç íèõ óìíîæèòü íà 6, âòîðîå
ðàçäåëèòü íà 6, ê òðåòüåìó ïðèáàâèòü 6, à èç ÷åòâ¼ðòîãî âû÷åñòü 6, òî ïîëó÷èòñÿ îäíî è òî æå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Îòâåò. 294 = 6 + 216 + 42 + 30.

4. ×åáóðàøêà áåæèò ñ ñêîðîñòüþ 3
5 êì/ìèí, à Ãåíà � 2

3êì/ìèí. Îíè âûáåæàëè îäíîâðåìåííî. Êàêóþ ÷àñòü
äèñòàíöèè îñòàíåòñÿ ïðîáåæàòü ×åáóðàøêå, êîãäà Ãåíà ôèíèøèðóåò?

Ðåøåíèå.
1
10 . ÈÄÅß: Ïóñòü S � äëèíà ïóòè. Ãåíà çàêîí÷èò äèñòàíöèþ ÷åðåç S

2/3 = t. Çà ýòî âðåìÿ ×åáóðàøêà

ïðîáåæèò 3
5 ·

S
2/3 = 9S

10. Çíà÷èò, åìó îñòàíåòñÿ ïðîáåæàòü
S
10 .

5. Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäÿò 10 ÷åëîâåê, êàæäûé èç êîòîðûõ ëèáî ðûöàðü, êîòîðûé âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó,
ëèáî ëæåö, êîòîðûé âñåãäà ëæåò. Äâîå èç íèõ çàÿâèëè: "Îáà ìîèõ ñîñåäà � ëæåöû à îñòàëüíûå âîñåìü çàÿâèëè:
"Îáà ìîèõ ñîñåäà � ðûöàðè". Ñêîëüêî ðûöàðåé ìîãëî áûòü ñðåäè ýòèõ 10 ÷åëîâåê? (Ïåðå÷èñëèòå âñå âàðèàíòû è
äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.)

Îòâåò. 1 èëè 2.

6. Îïðåäåëèòü ïëîùàäü ðàâíîáîêîé òðàïåöèè, âûñîòà êîòîðîé 10 è äèàãîíàëè òðàïåöèè âçàèìíî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíû.

Îòâåò. 100. ÈÄÅß: åñëè ïðîâåäåì âûñîòó ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé, òî â ñèëó òîãî, ÷òî ïîëó÷åííûå
òðåóãîëüíèêè âñå ðàâíîáåäðåííûå è ïðÿìîóãîëüíûå, ïîëó÷àåì, ÷òî ïîëóñóììà îñíîâàíèé áóäåò òàêæå ðàâíà 10.

7. Êàêîå òî÷íîå âðåìÿ ïîêàçûâàþò ÷àñû ìåæäó 18.00 è 19.00, â òî âðåìÿ êàê èõ ìèíóòíûå è ÷àñîâûå ñòðåëêè
ñîâïàäóò?

8. Ïðåäñòàâèòü ÷èñëî 2025 êàê ñóììó ïÿòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ ó÷àñòâóþò âñå äåñÿòü öèôð,
â êàæäîì èç ÷èñåë öèôðû íå ïîâòîðÿþòñÿ, è â çàïèñè ëþáûõ äâóõ ÷èñåë íåò îäèíàêîâûõ öèôð.

Îòâåò. 2025 = 1920 + 54 + 36 + 7 + 8.

Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìèíèñòåðñòâî öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ÓÐ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 15 àïðåëÿ 2023 ãîäà, 8 êëàññ, âàðèàíò 2
Ðåøåíèå çàäà÷

1. Ðàññòàâüòå çíàêè ìîäóëÿ òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü âåðíîå ðàâåíñòâî

3− 4− 7− 10− 14 = 16

Ðåøåíèå. Íàïðèìåð, ‖3− 4| − |7− 10− 14‖ = 16.

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå 3x−7
x−4 = 3+2x

x−4 .
Îòâåò. x = −10.

3. Ïðåäñòàâèòü ÷èñëî 448 â âèäå ñóììû 4 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêèõ ÷òî, åñëè îäíî èç íèõ óìíîæèòü íà 7, âòîðîå
ðàçäåëèòü íà 7, ê òðåòüåìó ïðèáàâèòü 7, à èç ÷åòâ¼ðòîãî âû÷åñòü 7, òî ïîëó÷èòñÿ îäíî è òî æå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Îòâåò. 448 = 7 + 343 + 56 + 42.

4. ×åáóðàøêà áåæèò ñ ñêîðîñòüþ 1
3 êì/ìèí., à Ãåíà � 1

2 êì/ìèí. Îíè âûáåæàëè îäíîâðåìåííî. Êàêóþ ÷àñòü
äèñòàíöèè îñòàíåòñÿ ïðîáåæàòü ×åáóðàøêå, êîãäà Ãåíà ôèíèøèðóåò?
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Îòâåò. 1
3 ÈÄÅß: Ïóñòü S � äëèíà ïóòè. Ãåíà çàêîí÷èò äèñòàíöèþ ÷åðåç S

1/2 = t. Çà ýòî âðåìÿ ×åáóðàøêà

ïðîáåæèò 1
3 ·

S
1/2 = 2S

3 . Çíà÷èò, åìó îñòàíåòñÿ ïðîáåæàòü
S
3 .

5. Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäÿò 8 ÷åëîâåê, êàæäûé èç êîòîðûõ ëèáî ðûöàðü, êîòîðûé âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó,
ëèáî ëæåö, êîòîðûé âñåãäà ëæåò. Äâîå èç íèõ çàÿâèëè: "Îáà ìîèõ ñîñåäà � ëæåöû à îñòàëüíûå øåñòåðî çàÿâèëè:
"Îáà ìîèõ ñîñåäà � ðûöàðè". Ñêîëüêî ðûöàðåé ìîãëî áûòü ñðåäè ýòèõ 8 ÷åëîâåê? (Ïåðå÷èñëèòå âñå âàðèàíòû è
äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.)

Îòâåò. 1 èëè 2.

6. Îïðåäåëèòü ïëîùàäü ðàâíîáîêîé òðàïåöèè, âûñîòà êîòîðîé 8 è äèàãîíàëè òðàïåöèè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿð-
íû.

Îòâåò 64. ÈÄÅß: åñëè ïðîâåäåì âûñîòó ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé, òî â ñèëó òîãî, ÷òî ïîëó÷åííûå
òðåóãîëüíèêè âñå ðàâíîáåäðåííûå è ïðÿìîóãîëüíûå, ïîëó÷àåì, ÷òî ïîëóñóììà îñíîâàíèé áóäåò òàêæå ðàâíà 8.

7. Êàêîå òî÷íîå âðåìÿ ïîêàçûâàþò ÷àñû ìåæäó 9.00 è 10.00, â òî âðåìÿ êàê èõ ìèíóòíûå è ÷àñîâûå ñòðåëêè
ñîâïàäóò?

8. Ïðåäñòàâèòü ÷èñëî 2034 êàê ñóììó ïÿòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ ó÷àñòâóþò âñå äåñÿòü öèôð,
â êàæäîì èç ÷èñåë öèôðû íå ïîâòîðÿþòñÿ, è â çàïèñè ëþáûõ äâóõ ÷èñåë íåò îäèíàêîâûõ öèôð.

Îòâåò. 2034 = 1920 + 56 + 47 + 8 + 3.
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Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìèíèñòåðñòâî öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ÓÐ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 15 àïðåëÿ 2023 ãîäà, 7 êëàññ, âàðèàíò 1.

1. Êàêîå ÷èñëî áîëüøå: 15% îò 3
4 ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà A, èëè 18% îò 3

5 ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà A?
Îòâåò: 15% îò 3

4
Ïåðâîå ÷èñëî ðàâíî 15

100 ·
75
100A = 1125

10000A. Âòîðîå ÷èñëî ðàâíî
18
100 ·

60
100A = 1080

10000A.

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå x−5
x−6 = 5−x

x−2 .
Îòâåò. x = 4 è x = 5.

3. Ñåìü ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàïèñàíû â ðÿä. Ñóììà ÷åòûð¼õ ñàìûõ ìàëåíüêèõ èç íèõ ðàâíà
62. ×åìó ðàâíà ñóììà ÷åòûð¼õ ñàìûõ áîëüøèõ?

Îòâåò. 74. Ðåøåíèå 1. Ïÿòîå ÷èñëî íà 4 áîëüøå ïåðâîãî, øåñòîå � íà 4 áîëüøå âòîðîãî, ñåäüìîå � íà 4 áîëüøå
òðåòüåãî. Òîãäà ñóììà ÷åòûð¼õ ñàìûõ áîëüøèõ ÷èñåë íà 4 + 4 + 4 = 12 áîëüøå ñóììû ÷åòûð¼õ ñàìûõ ìàëåíüêèõ,
è ýòà ñóììà ÷åòûð¼õ ñàìûõ áîëüøèõ ðàâíà 62 + 12 = 74.

Ðåøåíèå 2. ×åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû ñ îäèíàêîâîé ñóììîé:
ïåðâîå è ÷åòâ¼ðòîå ÷èñëî, âòîðîå è òðåòüå ÷èñëî. Çíà÷èò, ñóììà êàæäîé èç äâóõ ïàð ðàâíà 31. Êàæäîå ÷èñëî
âòîðîé ÷åòâ¼ðêè (â ïîðÿäêå î÷åðåäíîñòè â ÷åòâ¼ðêå) áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà íàèìåíüøåé ÷åòâ¼ðêè íà 3,
ò.å. ÷åòâåðòîå ÷èñëî áîëüøå ïåðâîãî íà 3, ïÿòîå ÷èñëî áîëüøå âòîðîãî íà 3, è ò.ä. Çíà÷èò, ñóììà ïàðû âî âòîðîé
(íàèáîëüøåé) ÷åòâ¼ðêå íà 6 áîëüøå ñóììû ïàðû â íàèìåíüøåé ÷åòâ¼ðêå. Îòñþäà ñóììà íàèáîëüøèõ ÷åòûð¼õ áóäåò
ðàâíà 62 + 12 = 74.

4. Èç ïóíêòà A â ïóíêò Â âûåõàë âåëîñèïåäèñò. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ íàâñòðå÷ó åìó èç Â â À âûåõàë âòîðîé
âåëîñèïåäèñò. Îíè âñòðåòèëèñü â ïóíêòå Ñ, êîòîðûé ðàñïîëîæåí íà îäíîé òðåòè ïóòè ÀÂ îò ïóíêòà À. Ïðèåõàâ â
À, âòîðîé âåëîñèïåäèñò òóò æå ïîâåðíóë îáðàòíî, íî ïåðâîãî âåëîñèïåäèñòà îí äîãíàë òîëüêî â Â. Âî ñêîëüêî ðàç
ñêîðîñòü âòîðîãî âåëîñèïåäèñòà ïðåâûøàåò ñêîðîñòü ïåðâîãî?

Îòâåò. â 2 ðàçà. Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ðàññòîÿíèå ìåæäó ïóíêòàìè À è Â. Òîãäà ìåæäó ïåðâîé è âòîðîé
âñòðå÷àìè âòîðîé âåëîñèïåäèñò ïðîåõàë â 2 ðàçà ( 4S3 ) áîëüøåå ðàññòîÿíèå, ÷åì ïåðâûé ( 2S3 ). Çíà÷èò, åãî ñêîðîñòü
â äâà ðàçà áîëüøå.

5. Ñóììà ïÿòè ÷èñåë ðàâíà 10000. Ìîæåò ëè èõ ïðîèçâåäåíèå îêàí÷èâàòüñÿ íà 2017?
Îòâåò. íåò, òàê êàê ñóììà ïÿòè ÷èñåë � ÷¼òíà, çíà÷èò, îäíî èç ñëàãàåìûõ ÷¼òíî. Îòñþäà ïðîèçâåäåíèå äîëæíî

áûòü ÷¼òíûì.

6. Ìîæíî ëè ðàññòàâèòü ÷èñëà îò 1 äî 10 â ðÿä òàê, ÷òîáû ñóììà ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë áûëà áû ïðîñòûì
÷èñëîì?

Îòâåò. äà, íàïðèìåð, 1, 2, 3, 4, 7, 6, 5, 8, 9, 10

7. Â òðåóãîëüíèêå ABC íà ñòîðîíå BC îòìå÷åíà òî÷êà M , à íà ñòîðîíå AC - òî÷êà N . Èçâåñòíî, ÷òî MC =
MN = BN = AN ∠C = 400. Íàéäèòå ∠A.

Îòâåò. 300.

Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìèíèñòåðñòâî öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ÓÐ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ôèçèêè
Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð

Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå, 15 àïðåëÿ 2023 ãîäà, 7 êëàññ, âàðèàíò 2.

1. Êàêîå ÷èñëî áîëüøå: 25% îò 3
4 ÷èñëà A, èëè 28% îò 3

5 ÷èñëà A?
Îòâåò 25% îò 3

4 ÷èñëà A áîëüøå.
Ïåðâîå ÷èñëî ðàâíî 25

100 · 75100 = 1875
10000 Âòîðîå ÷èñëî ðàâíî 28

100 ·
60
100 = 1680

10000 .

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå x−7
x−4 = 7−x

x−6 .
Îòâåò. x = 5 è x = 7.

3. Ñåìü ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàïèñàíû â ðÿä. Ñóììà ÷åòûð¼õ ñàìûõ ìàëåíüêèõ èç íèõ ðàâíà
86. ×åìó ðàâíà ñóììà ÷åòûð¼õ ñàìûõ áîëüøèõ?

Îòâåò 98.

4. Èç ïóíêòà À â ïóíêò Â âûåõàë ïåðâûé âåëîñèïåäèñò. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ íàâñòðå÷ó åìó èç Â â À âûåõàë
âòîðîé âåëîñèïåäèñò. Îíè âñòðåòèëèñü â ïóíêòå Ñ, êîòîðûé ðàñïîëîæåí íà ðàññòîÿíèè 3/7 ïóòè ÀÂ îò ïóíêòà À.
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Ïðèåõàâ â À, âòîðîé âåëîñèïåäèñò òóò æå ïîâåðíóë îáðàòíî, íî ïåðâîãî âåëîñèïåäèñòà îí äîãíàë òîëüêî â ïóíêòå
Â. Íàéòè îòíîøåíèå ñêîðîñòè âòîðîãî âåëîñèïåäèñòà ê ñêîðîñòè ïåðâîãî.

Îòâåò. 5 : 2.

5. Ñóììà øåñòè ÷èñåë ðàâíà 10001. Ìîæåò ëè èõ ïðîèçâåäåíèå îêàí÷èâàòüñÿ íà 2023?
Îòâåò. íåò, òàê êàê ñóììà øåñòè ÷èñåë íå÷¼òíà, çíà÷èò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî èç ñëàãàåìûõ ÷¼òíî. Îòñþäà

ïðîèçâåäåíèå äîëæíî áûòü ÷¼òíûì.

6. Ìîæíî ëè ðàññòàâèòü ÷èñëà îò 1 äî 10 ïî êðóãó òàê, ÷òîáû âñå ðàçíîñòè ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë (èç
áîëüøåãî ÷èñëà âû÷èòàåòñÿ ìåíüøåå) áûëè áû ïðîñòûìè ÷èñëàìè?

Îòâåò. Äà, íàïðèìåð, 10, 5, 3, 1, 4, 2, 7, 9, 6, 8.

7. Â òðåóãîëüíèêå PQR íà ñòîðîíå PQ îòìå÷åíà òî÷êà A, à íà ñòîðîíå PR � òî÷êà B. Èçâåñòíî, ÷òî AP =
AB = BQ = BR è ∠P = 200. Íàéäèòå ∠R.

Îòâåò. 600.
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