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7 êëàññ

Çàäà÷à 6. Ïðåäñòàâèòü ÷èñëî 2025 êàê ñóììó ïÿòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ ó÷àñò-

âóþò âñå äåñÿòü öèôð, â êàæäîì èç ÷èñåë öèôðû íå ïîâòîðÿþòñÿ, è â çàïèñè ëþáûõ äâóõ ÷èñåë íåò

îäèíàêîâûõ öèôð.

Ðåøåíèå. 2025 = 1920 + 54 + 36 + 7 + 8.

Çàäà÷à 7. ×èñëî 200 ïðåäñòàâèëè â âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ äâóçíà÷íûõ ÷èñåë, íå äåëÿùèõñÿ íà

10, è â êàæäîì ñëàãàåìîì ïîìåíÿëè öèôðû ìåñòàìè. Ìîæåò ëè ñóììà ïîëó÷åííûõ ÷èñåë îêàçàòüñÿ

áîëüøå 800?

Ðåøåíèå. Ìîæíî, íàïðèìåð, ïðåäñòàâëÿåì ÷èñëî 200 â âèäå

19 + 19 + 19 + 19 + 19 + 19 + 19 + 19 + 19 + 18 + 11.

Ñóììà <îáðàòíûõ> ðàâíà 91× 8 + 81 + 11 > 800.

Çàäà÷à 8. Ïî îêðóæíîñòè â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå ðàññòàâëåíû öèôðû îò 1 äî 9 (êàæäàÿ öèôðà

ðîâíî îäèí ðàç). Íà÷èíàÿ ñ ëþáîé öèôðû, ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ïðî÷èòûâàåì 3 çíà÷íîå ÷èñëî. ×åìó

ìîæåò ðàâíÿòüñÿ ñóììà ýòèõ 9 ÷èñåë?

Ðåøåíèå. 4995. Ðåøåíèå. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòà ñóììà ðàâíà ÷èñëó 45 · 102 + 45 · 10 + 45 = 4995.

8 êëàññ

Çàäà÷à 2. Ðàññòàâüòå çíàêè ìîäóëÿ òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü âåðíîå ðàâåíñòâî 3−4−7−10−14 = 16

Ðåøåíèå.
∣∣|3− 4| − |7− 10− 14|

∣∣= 16

Çàäà÷à 3. Äàíà ñóììà 60 + 80 = 140. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ íàäî óâåëè÷èòü âòîðîå ñëàãàåìîå,

÷òîáû ñóììà óâåëè÷èëàñü íà 60%.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ñóììà äîëæíà óâåëè÷èòüñÿ íà 60%, òî ñóììà äîëæíà áûòü 224. Ñëåäîâàòåëüíî,

âòîðîå ñëàãàåìîå äîëæíî áûòü 164. Ïîýòîìó, âòîðîå ñëàãàåìîå íàäî óâåëè÷èòü íà 105%.

Çàäà÷à 4. Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäÿò 10 ÷åëîâåê, êàæäûé èç êîòîðûõ ëèáî ðûöàðü, êîòîðûé âñåãäà

ãîâîðèò ïðàâäó, ëèáî ëæåö, êîòîðûé âñåãäà ëæåò. Äâîå èç íèõ çàÿâèëè: "Îáà ìîèõ ñîñåäà � ëæåöû"

, à îñòàëüíûå âîñåìü çàÿâèëè: "Îáà ìîèõ ñîñåäà � ðûöàðè". Ñêîëüêî ðûöàðåé ìîãëî áûòü ñðåäè ýòèõ

10 ÷åëîâåê? (Ïåðå÷èñëèòå âñå âàðèàíòû è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.)

Ðåøåíèå. Îòâåò: 1 èëè 2.

Çàäà÷à 5. Ìîæíî ëè ÷èñëî 20200 ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû 99 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ îäèíàêîâûìè

ñóììàìè öèôð

Ðåøåíèå. Íåò. Åñëè âñå 99 ÷èñåë èìåþò îäíó è òó æå ñóììó öèôð, òî ñóììà ýòèõ 99 ÷èñåë äåëèòñÿ

íà 3. ×èñëî 20200 íà 3 íå äåëèòñÿ.

Çàäà÷à 6. Îïðåäåëèòü ïëîùàäü ðàâíîáîêîé òðàïåöèè, âûñîòà êîòîðîé 8 è äèàãîíàëè òðàïåöèè

âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû.

Ðåøåíèå. 64. ÈÄÅß: åñëè ïðîâåäåì âûñîòó ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé, òî â ñèëó òî-

ãî, ÷òî ïîëó÷åííûå òðåóãîëüíèêè âñå ðàâíîáåäðåííûå è ïðÿìîóãîëüíûå, ïîëó÷àåì, ÷òî ïîëóñóììà

îñíîâàíèé áóäåò òàêæå ðàâíà 8.

Çàäà÷à 7. Â òðàïåöèè ABCD îñíîâàíèå AD â äâà ðàçà áîëüøå îñíîâàíèÿ BC . ×åðåç âåðøèíû

B è C ïðîâåëè ïåðïåíäèêóëÿðíûå ê AB è CD ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìûå, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ â

òî÷êå M . Äîêàæèòå, ÷òî AM = DM.
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Ðåøåíèå. Ïóñòü E � ïåðåñå÷åíèå áîêîâûõ ñòîðîí AB,CD. Òàê êàê AD = 2BC, òî òî÷êè B,C

� ñåðåäèíû ñòîðîí AE,DE ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó MC,MB � ñðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû. Ñëå-

äîâàòåëüíî, òî÷êà M � öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ADE, îòêóäà ñëåäóåò

òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.

Çàäà÷à 8. Êàêîå òî÷íîå âðåìÿ ïîêàçûâàþò ÷àñû ìåæäó 9.00 è 10.00 â òî âðåìÿ êàê èõ ìèíóòíûå

è ÷àñîâûå ñòðåëêè ñîâïàäóò?

Îòâåò: 9 9
11 .

Çàäà÷à 9. Ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 300 èìåþò ñóììó öèôð, äåëÿùóþñÿ íà 5?

Ðåøåíèå. 59. Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì 10 ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë, íà÷èíàÿ ñ ÷èñëà, îêàí÷èâàþùåãîñÿ

íóë¼ì, è êîí÷àÿ ÷èñëîì, îêàí÷èâàþùèìñÿ äåâÿòêîé. Ñóììû öèôð ýòèõ ÷èñåë òàêæå ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé 10 ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë, ïîýòîìó ñðåäè íèõ ðîâíî äâà ÷èñëà äåëÿòñÿ íà 5. ×èñëà îò 0 äî 299

ðàçáèâàþòñÿ íà 30 òàêèõ äåñÿòêîâ, ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè íèõ 60 ÷èñåë èìåþò ñóììó öèôð, êðàòíóþ 5.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ñðåäè ýòèõ ÷èñåë åñòü 0, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì

9 êëàññ

Çàäà÷à 2. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y = x3−9x
|x−3| .

Ðåøåíèå. Îòìåòèì, ÷òî x3 − 9x = x(x − 3)(x + 3). Ïîýòîìó íóæíî ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè

âèäà

y =

{
−(x2 + 3x), åñëè x < 3

x2 + 3x, åñëè x > 3

Çàäà÷à 3. ×èñëî x òàêîâî, ÷òî 2x− 1
x = 5. ×åìó ðàâíî ÷èñëî 16x4 + 1

x4 ?

Ðåøåíèå. Âîçâåäåì ðàâåíñòâî 2x− 1
x = 5 â êâàäðàò. Ïîëó÷èì

25 = 4x2 − 2 · 2x · 1
x
+

1

x2
= 4x2 − 4 +

1

x2
.

Îòñþäà 4x2 + 1
x2 = 29. Âîçâåäåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â êâàäðàò. Ïîëó÷èì

841 = 16x4 + 2 · 4x2 1

x2
+

1

x4
= 16x4 + 8 +

1

x4
.

Ñëåäîâàòåëüíî, 16x4 + 1
x4 = 833.

Çàäà÷à 4. Ñóììà äâóõ ÷èñåë 2021. Íà ñêîëüêî óìåíüøèòñÿ ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ÷èñåë, åñëè êàæäîå

èç íèõ óìåíüøèòü íà 2.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïåðâîå ÷èñëî x , âòîðîå � y. Òîãäà, ïîñëå óìåíüøåíèÿ íà 2 ïåðâîå ÷èñëî áóäåò

x−2, âòîðîå � y−2. Ïðîèçâåäåíèå áûëî � xy, ñòàëî � (x−2)(y−2). Ñëåäîâàòåëüíî, îíî óìåíüøèëîñü

íà

xy − (x− 2)(y − 2) = xy − (xy − 2x− 2y + 4) = 2(x+ y)− 4 = 2 · 2021− 4 = 2038.

Çàäà÷à 6. Ïåòÿ âûïèñàë íà äîñêó âñå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, íà êîòîðûå äåëèòñÿ íåêîòîðîå íà-

òóðàëüíîå ÷èñëî N. Îêàçàëîñü, ÷òî ñóììà äâóõ íàèáîëüøèõ âûïèñàííûõ ÷èñåë ðàâíà 6663. Íàéäèòå

âñå òàêèå N.

Ðåøåíèå. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

1. N � ÷åòíîå ÷èñëî. Òîãäà åãî íàèáîëüøèå äåëèòåëè áóäóò � ñàìî N è N
2 . Ïîëó÷àåì

N +
N

2
= 6663.

Îòñþäà N = 4442.
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2. N � íå÷åòíîå ÷èñëî. Òîãäà âñå åãî äåëèòåëè áóäóò íå÷åòíûìè ÷èñëàìè. Íî ñóììà äâóõ íå÷åòíûõ

÷èñåë áóäåò ÷èñëîì ÷åòíûì, à ÷èñëî 6663 ÷èñëî íå÷åòíîå. Çíà÷èò âòîðîé âàðèàíò íåâîçìîæåí.

Çàäà÷à 8. Â òðåóãîëüíèêå ABC, AB = BC. Òî÷êà M íà ñòîðîíå BC òàêîâà, ÷òî BM : MC =

1 : 4. Â êàêîì îòíîøåíèè âûñîòà BH äåëèò îòðåçîê AM?

Ðåøåíèå.Îòâåòèì, ÷òî âûñîòà BH ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà B òðåóãîëüíèêå ABM. Îñòàëîñü

âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì áèññåêòèñû óãëà.

Çàäà÷à 9. Êâàäðàòíîå óðàâíåíèå x2 + px + q = 0 ñ öåëûìè p, q èìååò äâà öåëûõ êîðíÿ. Íàéòè

ýòè êîðíè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî p+ q = 82.

Ðåøåíèå. Ïóñòü x1, x2 � êîðíè óðàâíåíèÿ. Òîãäà ïî òåîðåìå Âèåòà èìååì

x1 + x2 = −p

x1x2 = q.

Âû÷èòàÿ èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ïåðâîå, ïîëó÷àåì x1x2 − x1 − x2 = p+ q. Îòñþäà

(x1 − 1)(x2 − 1) = 83.

Òàê êàê ÷èñëî 83 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, òî ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî, åñëè{
x1 − 1 = 1

x2 − 1 = 83,
èëè

{
x1 − 1 = −1

x2 − 1 = −83,

îòêóäà ïîëó÷àåì îòâåò.

Çàäà÷à 9. Ïðè êàêèõ a, b óðàâíåíèå (ax− by−4)2+(6x−y−4)2+4x2+y2 = 4xy èìååò ðåøåíèå?

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

(ax− by − 4)2 + (6x− y − 4)2 + 4x2 + y2 − 4xy = 0, èëè (ax− by − 4)2 + (6x− y − 4)2 + (2x− y)2 = 0.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x, y, a, b óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå
ax− by = 4

6x− y − 4 = 0

2x− y == 0

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèé ñèñòåìû íàõîäèì x = 1, y = 2. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â ïåðâîå

óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì, ÷òî a, b � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ a− 2b = 4.

Îòâåò: a, b � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ a− 2b = 4.

10 êëàññ

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòü
(

3
√
25− 3

√
5 + 1

)(
3
√
25− 1

)(
3
√
25 + 3

√
5 + 1

)
.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì a = 3
√
5, òîãäà a2 3

√
25. Ïîëó÷àåì

(a2 − a+ 1)(a2 − 1)(a2 + a+ 1) = (a2 − a+ 1)(a+ 1)(a− 1)(a2 + a+ 1) = (a3 + 1)(a3 − 1) = 24.

Çàäà÷à 4. Ó êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ 2x2 + 3bx+ c = 0 ðîâíî îäèí êîðåíü x = −4. Íàéòè b.

Ðåøåíèå. Ïî òåîðåìå Âèåòà x1 + x2 = −3b
2 . Îòñþäà −8 = −3b

2 . Ñëåäîâàòåëüíî, b = 16
3 .

Çàäà÷à 6. Íàéòè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè y = (x− 2)|x− 4| íà îòðåçêå [2, 92 ].

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ ïðåäñòàâèìà â âèäå

y =

{
(x− 2)(4− x) åñëè x ∈ [2, 4]

(x− 2)(x− 4) åñëè x ∈ [4, 4.5],
èëè

{
−x2 + 6x− 8 åñëè x ∈ [2, 4]

x2 − 6x+ 8 åñëè x ∈ [4, 4.5],
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Ïàðàáîëà y = −x2 + 6x− 8 èìååò âåðøèíó â òî÷êå x = 3 ∈ [2, 4]. Òàê êàê y(2) = 0, y(3) = 1, y(4) = 0,

òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè íà îòðåçêå [2, 4] áóäåò îòðåçîê [0, 1] .

Ïàðàáîëà y = x2−6x+8 èìååò âåðøèíó â òî÷êå x = 3 /∈ [4, 4.5]. Òàê êàê y(4) = 0, y(4, 5) = 1, 25, òî

ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè íà îòðåçêå [4, 4.5] áóäåò îòðåçîê [0, 1.25]. Ïîýòîìó ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé

ôóíêöèè íà îòðåçêå [2, 4.5] áóäåò îòðåçîê [0, 1.25].

Çàäà÷à 7. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC, â êîòîðîì ∠C = 720, ∠B = 780, âçÿòà òî÷êà M òàê, ÷òî

òðåóãîëüíèê CMB ðàâíîñòîðîííèé. Íàéòè óãîë MAB.

Ðåøåíèå. Îòìåòèì, ÷òî ∠A = 300, ∠MBA = 180. Ïðîâåäåì îòðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå M è

ðàäèóñîì MB. Òîãäà òî÷êà A áóäåò ëåæàòü íà äàííîé îêðóæíîñòè. Òðåóãîëüíèê MBA ðàâíîáåä-

ðåííûé, ïîýòîìó ∠MAB = 180.

Çàäà÷à 8. Ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî îêðóãëèëè äî áëèæàéøåãî öåëîãî è ïîëó÷èëè ÷èñëî, êîòîðîå íà

28% áîëüøå èñõîäíîãî. ×åìó ìîãëî ðàâíÿòüñÿ èñõîäíîå ÷èñëî.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïåðâîíà÷àëüíîå ÷èñëî x. Òîãäà ÷èñëî 1, 28x ÿâëÿåòñÿ öåëûì. Êðîìå òîãî, òàê

êàê îêðóãëÿþò äî áëèæàéùåãî öåëîãî, òî 1, 28x − x = 0, 28x ⩽ 0, 5. Ïîëó÷àåì 128
100x = n , n � öåëîå.

Îòñþäà x = 25n
32 è

28

100
x =

7

25
x ⩽

1

2
,

7

25
· 25n
32

⩽
1

2
.

Ïîýòîìó n ⩽ 16
7 . Çíà÷èò n ðàâíî 1 èëè 2. Åñëè n = 1, òî x = 25

32 , à åñëè n = 2, òî x = 25
16 .

Çàäà÷à 9. Ïðè êàêèõ a íåðàâåíñòâî x4 − 2ax2 + (a2 − 4) ⩾ 0 ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ x?

Ðåøåíèå. Ñäåëàâ çàìåíó t = x2, ïîëó÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâî t2 − 2at + (a2 − 4) ⩾ 0 äîëæíî

âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ t ⩾ 0. Ýòî âîçìîæíî â äâóõ ñëó÷àÿõ.

- íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ t. Ýòî áóäåò âûïîëíåíî, åñëè äèêðèìèíàò íåïîëîæèòåëåí.

- äèñêðèìèíàíò ïîëîæèòåëåí, íî êîðíè óðàâíåíèÿ íåïîëîæèòåëüíû.

Â íàøåì, ñëó÷àå äèñêðèìèíàíò ðàâåí 4. Ïîýòîìó êîðíè óðàâíåíèÿ t2 − 2at + (a2 − 4) = 0 áóäóò

t1 = a− 2, t2 = a+ 2. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó

{
a− 2 ⩽ 0

a+ 2 ⩽ 0
Îòñþäà a ∈ (−∞,−2].

Çàäà÷à 10. Íàéòè íàèìåíüøèé ðàäèóñ êðóãà, èç êîòîðîãî ìîæíî âûðåçàòü òðåóãîëüíèê ñ äëèíàìè

ñòîðîí 4, 5, 7.

Ðåøåíèå. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó êîñèíóñîâ, óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî òðåóãîëüíèê òóïîóãîëüíûé. Ðàñ-

ñìîòðèì êðóã äèàìåòðà 7, ïîñòðîåííûé íà áîëüøåé ñòîðîíå êàê íà äèàìåòðå. Äîêàçûâàåì, ÷òî òðåòüÿ

âåðøèíû ëåæèò âíóòðè êðóãà. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííûé êðóã èñêîìûé.

Çàäà÷à 11. Ðåøèòü óðàâíåíèå 5+3x√
5−x7

= 4.

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå 5 + 3x = 4
√
5− x7. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ y = 5 + 3x

âîçðàñòàåò, à ôóíêöèÿ y = 4
√
5− x7 óáûâàåò. Çíà÷èò óðàâíåíèå èìååò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ. Âèäèì,

÷òî 1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì.

11 êëàññ

Çàäà÷à 3. Êâàäðàòíîå óðàâíåíèå 2x2 + bx + 3c = 0 èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü x = −3. Íàéòè

c.

Ðåøåíèå. Ïî òåîðåìå Âèåòà x1x2 =
3c
2 . Îòñþäà 9 = 3c

2 . Çíà÷èò c = 6.

Çàäà÷à 4. Íàéòè íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå
√
22019 · 22029− 22016 · 22032.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì a = 22019, òîãäà 22029 = a+10, 22016 = a− 3, 22032 = a+13. Ïîëó÷àåì

√
22019 · 22029− 22016 · 22032 =

√
a(a+ 10)− (a− 3)(a+ 13) =

√
39.

Òàê êàê 6 <
√
39 < 7, òî 6 ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì öåëûì ÷èñëîì.

Çàäà÷à 5. Ðàíüøå ðèñ áûë íà 21% äîðîæå ãðå÷êè. Çàòåì ðèñ ïîäîðîæàë íà 50%, à ãðå÷êà ïîäî-

ðîæàëà íà 65%. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ òåïåðü ðèñ äîðîæå ãðå÷êè?
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Ðåøåíèå. Ïóñòü ïåðâîíà÷àëüíàÿ öåíà ãðå÷êè x, òîãäà öåíà ðèñà 1, 21x. Ïîñëå ïîäîðîæàíèÿ ðèñ

ñòàë ñòîèòü 1, 5 · 1, 21x = 1, 815x, à ãðå÷êà 1, 65x. Ñîñòàâëÿåì ïðîïîðöèþ

1, 65x− 100%

1, 815x− z%

Îòñþäà z = 110%, çíà÷èò ðèñ äîðîæå ãðå÷êè íà 10%.

Çàäà÷à 6. Íàéòè íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = 7
8 · 23x − 3

128 · 27x.
Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ

y′ =
7

8
· 3 · 23x ln 2− 3

128
· 7 · 27x ln 2.

Ðåøàåì óðàâíåíèå y′ = 0. Ïîëó÷àåì x = 1. Îïðåäåëÿåì çíàê ïðîèçâîäíîé íà êàæäîì èç ïðîìåæóò-

êîâ: (−∞, 1], [1,+∞). Ïîëó÷àåì, ÷òî y′ > 0 íà (−∞, 1) è y′ < 0 íà (1,+∞). Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå

x = 1 ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå. Âû÷èñëÿÿ y(1) = 7 − 3 = 4 , ïîëó÷àåì íàèáîëüøåå

çíà÷åíèå ôóíêöèè.

Çàäà÷à 7. Íàéòè íàèáîëüøèé îòðèöàòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ sin
(
2πx+ 2π

3

)
= −

√
2
2 .

Ðåøåíèå. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ áóäóò äâà íàáîðà

2πx+
2π

3
= −π

4
+ 2πn, n ∈ Z; 2πx+

2π

3
= −5π

4
+ 2πk, k ∈ Z.

Îòñþäà

x = −11

24
+ n, n ∈ Z; x = −23

24
+ k, k ∈ Z.

Â ïåðâîì íàáîðå íàèáîëüøèé îòðèöàòåëüíûé êîðåíü áóäåò −11
24 , âî âòîðîì áóäåò −23

24 . Óñëîâèþ çàäà÷è

óäîâëåòâîðÿåò −11
24 , êîòîðûé è áóäåò îòâåòîì.

Çàäà÷à 8. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî log3 x− 11− 49 · log27x 3 ⩽ 0.

Ðåøåíèå. ÎÄÇ íåðàâåíñòâà áóäåò x > 0, x ̸= 1
27 . Ïî ñâîéñòâó ëîãàðèôìà èìååì

log27x 3 =
1

log3 27x
=

1

log3 27 + log3 x
=

1

3 + log3 x
.

Îáîçíà÷èì t = log3 x. Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

t− 11− 49

t+ 3
⩽ 0,

(t− 11)(t+ 3)− 49

t+ 3
⩽ 0.

Ðåøàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìåòîäîì èíòåðâàëîâ, ïîëó÷àåì t ∈ (−∞, 4− 7
√
2] ∪ (−3, 4 + 7

√
2]. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ðåøåíèåì èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà áóäåò x ∈ (0, 34−7
√
2] ∪ ( 1

27 , 3
4+7

√
2].

Çàäà÷à 9. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCD, S � âåðøèíà, ñòîðîíà îñíîâàíèÿ

4, áîêîâîå ðåáðî 16. Íàéòè óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ASB, BSC.

Ðåøåíèå. Òàê êàê òðåóãîëüíèêè ABS,CBS ðàâíû, òî âûñîòû, îïóùåííûå èç âåðøèí A è C

ïåðåñåêóòñÿ â òî÷êå K íà ðåáðå BS, ïðè÷åì íà ñàìîé ñòîðîíå, à íå íà åå ïðîäîëæåíèè. Ñëåäîâàòåëüíî,

íàäî íàéòè óãîë AKC. Èìååì AC = 4
√
2. Îïóñòèì âûñîòó SH â òðåóãîëüíèêå ASB. Òîãäà

SH =
√

162 − 22 =
√
252, sinABS =

SH

SB
=

√
252

16
=

3
√
7

8
, KC = AK = AB sinABS = 4 · 3

√
7

8
=

3
√
7

2
.

Ïðèìåíèì ê òðåóãîëüíèêó AKC òåîðåìó êîñèíóñîâ. Ïîëó÷àåì

AC2 = AK2 +KC2 − 2AK ·KC · ∠AKC; 32 =
63

4
+

63

4
− 2

63

4
· cosAKC.

Îòñþäà cosAKC = − 1
63 , è ïîýòîìó èñêîìûé óãîë ∠AKC = arccos

(
− 1

63

)
.
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Çàäà÷à 10. Â òðåóãîëüíèêå ABC äëèíà ñòîðîíû AC â òðè ðàçà ìåíüøå äëèíû ñòîðîíû AB. Â

êàêîì îòíîøåíèè áèññåêòðèñà AK äåëèò ìåäèàíó CM, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû C.

Ðåøåíèå. Çàäà÷à íà ýëåìåíòàðíîå ñâîéñòâî áèññåêòðèñû. Ïóñòü áèññåêòðèñà è ìåäèàíà ïåðåñåêà-

þòñÿ â òî÷êå L. Òîãäà ML
LC = AM

AC = 1,5AC
AC = 3

2 .

Çàäà÷à 11. Ïðè êàêèõ a óðàâíåíèå
∣∣|x| − 3

∣∣−1 = a èìååò òðè ðàçëè÷íûõ êîðíÿ?

Ðåøåíèå. Ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè y =
∣∣|x| − 3

∣∣−1 è îïðåäåëÿåì, êîãäà ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ

ïåðåñåêàåò ãðàôèê â òðåõ òî÷êàõ. Ïîëó÷àåì ïðè a = 2.

Ìîæíî çàäà÷ó ðåøèòü è ñëåäóþùèì ñïîñîáîì. Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì:

åñëè x0 � êîðåíü óðàâíåíèÿ, òî −x0 òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì. Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå

èìåëî òðè êîðíÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû 0 áûë êîðíåì óðàâíåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ 0 â óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

a = 2. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè a = 2 óðàâíåíèå äåéñòâèòåëüíî èìååò òðè êîðíÿ. Èìååì∣∣|x| − 3
∣∣−1 = 2,

∣∣|x| − 3
∣∣= 3.

Îòñþäà |x| − 3 = 3 èëè |x| − 3 = −3. Ïåðâîå óðàâíåíèå èìååò êîðíè 6 è (-6), à âòîðîå èìååò åäèí-

ñòâåííûé êîðåíü 0. Ñëåäîâàòåëüíî, a = 2 ÿâëÿåòñÿ îòâåòîì.

Çàäà÷à 12. Â íà÷àëå äåéñòâèé â êîðîáêå áûëî 20 øàðîâ òðåõ öâåòîâ: áåëûå, ñèíèå è êðàñíûå. Åñëè

ìû óäâîèì êîëè÷åñòâî ñèíèõ øàðîâ, òî âåðîÿòíîñòü âûòàùèòü áåëûé øàð ñòàíåò íà 1
25 ìåíüøå, ÷åì

áûëà èçíà÷àëüíî. Åñëè ìû óáåðåì âñå áåëûå øàðû, òî âåðîÿòíîñòü âûòàùèòü ñèíèé øàð ñòàíåò íà 1
16

áîëüøå, ÷åì âåðîÿòíîñòü âûòàùèòü ñèíèé øàð â íà÷àëå. Ñêîëüêî áåëûõ øàðîâ ëåæàëî â êîðîáêå?

Ðåøåíèå. Ïóñòü áûëî x áåëûõ øàðîâ, y ñèíèõ. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ïîëó÷àåì ñèñòåìó{
x
20 − 1

25 = x
20+y ,

y
20 + 1

16 = y
20−x .

Îòñþäà  1
25 = xy

20(20+y) ,

1
16 = xy

20(20−x) ,
èëè

20 + y

25
=

20− x

16
.

Âûðàæàåì y . Ïîëó÷àåì y = 25
16(20−x)−20. Ïîäñòàâëÿÿ y âî âòîðîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì êâàäðàòíîå

óðàâíåíèå âèäà x2 − 8x+ 16 = 0, îòêóäà x = 4.
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