
Ãîñýêçàìåí�2014. Áàêàëàâðèàò ¾Ìàòåìàòèêà. Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà¿

Âîïðîñû

1. Ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðåäåëà. Ïðåäåë ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå Rn.
2. Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà â Rn. Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà â

ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.
3. Óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó. Òåîðåìû îá óñòîé÷èâîcòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ.
4. Òî÷å÷íûå è èíòåðâàëüíûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñâîéñòâà îöåíîê.

Ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ îöåíîê. Ïðèìåðû äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ.
5. Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà. Êîìïàêòû â Rn. Êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè â ïðîñòðàíñòâå

C[a, b].
6. Äâà îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå è èõ ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïðåäåë

ôóíêöèè ïðè x →∞. Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû.
7. Ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå è íà ìíîæåñòâå.

Íåïðåðûâíîñòü ñëîæíîé ôóíêöèè.
8. Òåîðåìû Âåéåðøòðàññà î íåïðåðûâíûõ ôóíêöèÿõ.
9. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. Ïðîèçâîäíîå îòîáðàæåíèå ôóíêöèè

f : Rn → Rm.
10. Òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè. Ïðèìåíåíèå ê

ðåøåíèþ óðàâíåíèé.
11. Ýêñòðåìóì ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà. Äîñòà-

òî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà.
12. Êîðíè n-îé ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z è èç 1. Ãðóïïà êîðíåé n-îé

ñòåïåíè èç 1. Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè n-îé ñòåïåíè èç 1. Êðóãîâûå ìíîãî÷ëåíû ïîðÿäêà
n, èõ îïðåäåëåíèå è ïîñòðîåíèå â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.

13. Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Ñâÿçü ìíîæåñòâà êâàäðàòíûõ ìàòðèö è ìíîæåñòâà
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Èçìåíåíèå ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ïðè èçìåíåíèè áàçèñà.

14. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Îãðàíè÷åííîñòü è
íåïðåðûâíîñòü ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Íîðìà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Òåîðåìà î íîðìå.

15. Ëèíåéíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
16. Èíòåãðàë Ðèìàíà. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà. Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ. Êëàññû

ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ïî Ðèìàíó.
17. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ðÿäîâ. Àáñîëþòíàÿ è óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ.

Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà.
18. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà è ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè. Ïðîñòðàíñòâî C[a, b] è åãî ïîëíîòà.
19. Ñòåïåííûå ðÿäû â âåùåñòâåííîé îáëàñòè. Ñòðóêòóðà îáëàñòè ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà Àáåëÿ.
20. Íåïðèâîäèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì. Ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íà íåïðèâîäèìûå

íàä ïîëÿìè âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë . Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû (áåç
äîêàçàòåëüñòâà) è ñëåäñòâèÿ èç íåå. Òåîðåìû î ñòåïåíÿõ ìíîãî÷ëåíîâ, íåïðèâîäèìûõ
íàä R è C.

21. Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Åãî êîíñòðóêöèÿ. Àëãåáðàè÷åñêàÿ è òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ
ôîðìà çàïèñè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ôîðìóëà Ìóàâðà è ôîðìóëà èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ n-
îé ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

22. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ. Âçàèìíîå ðàñïîëî-
æåíèå ïðÿìîé è ïëîñêîñòè.

23. Ñêàëÿðíîå, âåêòîðíîå è ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.
24. Ñèñòåìû n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ m íåèçâåñòíûìè. Ìåòîä Ãàóññà. Òåîðåìà

Êðîíåêåðà-Êàïåëëè î ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
25. Ñèñòåìû n óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè è åå ðàçðåøèìîñòü. Ìàòðèöà è îïðåäåëèòåëü

ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ìåòîä Êðàìåðà. Îäíîðîäíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû, åãî ðàçìåðíîñòü è ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ñèñòåìà ðåøåíèé.



26. Ñèñòåìà îáðàçóþùèõ è áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ðàçìåðíîñòü âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà. Òåîðåìà î íåçàâèñèìîñòè ðàçìåðíîñòè êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
îò âûáîðà áàçèñà.

27. Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé K[x], ãäå K � ïîëå. Äåëèìîñòü â
êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ. ÍÎÄ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ è åãî íàõîæäåíèå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà
Ýâêëèäà. Ïðåäñòàâëåíèå ÍÎÄ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ èçK[x] â âèäå èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè.

28. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èõ ñâîéñòâà. ×èñëîâûå õàðàêòå-
ðèñòèêè ñèñòåìû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

29. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí è õàðàêòåðèñòè÷åñêî óðàâíåíèå ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, èõ ñâîéñòâà.
Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
ïðèâîäèìîñòè ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ê äèàãîíàëüíîìó âèäó.

30. Âåêòîðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà: èõ ñóììà è ïåðåñå÷åíèå.
Câîéñòâà. Ïðÿìàÿ ñóììà âåêòîðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, êðèòåðèè è ñâîéñòâà ïðÿìîé
ñóììû.

31. Åâêëèäîâû âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà. Íîðìà âåêòîðà è åå ñâîéñòâà. Îðòîíîðìèðî-
âàííûé áàçèñ è åãî ñâîéñòâà.

32. Ïîíÿòèå êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà è åãî êðàòíîñòè. Êðèòåðèé êðàòíîñòè êîðíÿ. Òåîðåìà
î ÷èñëå êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ èç K[x]. Òåîðåìà î ñîâïàäåíèè ìíîãî÷ëåíîâ èç K[x], ãäå
K � îáëàñòü öåëîñòíîñòè.

33. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé â ñòåïåííîé ðÿä. Ðÿä Òåéëîðà.
Óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà Òåéëîðà ê ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè.

34. Èíòåãðàë ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Òåîðåìà Êîøè. Ôîðìóëà Êîøè.
35. Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà. Ôîðìóëà Ãðèíà. Íåçàâèñèìîñòü

êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ.
36. Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýëëèïñà, ãèïåðáîëû è ïàðàáîëû.
37. Èíòåãðàë Ëåáåãà. Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà. Ñðàâíåíèå ñ èíòåãðàëîì

Ðèìàíà.
38. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Óñëîâèÿ Êîøè�Ðèìàíà.

Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè.
39. Ìàòðèöû. Èõ âèäû è îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè. Ïåðåñòàíîâêè; ÷åòíîñòü ïåðåñòà-

íîâêè. Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû, åãî ñâîéñòâà.
40. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà, åå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü; ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ

îáðàòíîé ìàòðèöû.
41. Ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé. Òåîðåìà Áàíàõà. Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ.
42. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè x′ = f(t, x),

x(t0) = x0, x ∈ Rn.
43. Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.Ðÿä Ôóðüå ïî îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå. Ýêñòðåìàëüíîå

ñâîéñòâî îòðåçêà ðÿäà Ôóðüå. Òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå. Ðÿä Ôóðüå ïî
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå.

44. Óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó. Òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ.
45. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-

ÿòíîñòåé. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â èíòåðâàë ïðè îäíîì èñïûòàíèè.
46. Ïîíÿòèå ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ è ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî íà

âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå. ßäðî è îáðàç ëèíåéíîãî îïåðàòîðà è èõ ñâîéñòâà. Òåîðåìà
î ðàçìåðíîñòè ÿäðà è îáðàçà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

47. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî è åãî ñâîéñòâà. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ è ëèíåéíàÿ
îáîëî÷êà âåêòîðîâ. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü è íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû âåêòîðîâ.

48. Ðàçëè÷íûå âèäû óðàâíåíèé ïëîñêîñòè. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè.
Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïëîñêîñòåé.

Çàäà÷è

1. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû (ξ, η) çàäàíà ðàâåíñòâàìè:

p(x, y) =

{
0, åñëè x < 1 èëè y < 3,

C

x4(y − 1)3
, åñëè x > 1 è y > 3;

2



íàéäèòå ïàðàìåòð C; íàéäèòå ïëîòíîñòè ñîñòàâëÿþùèõ; çàâèñèìû ëè ξ è η?
2. Ïðîâåðüòå, ÿâëÿåòñÿ ëè òî÷êà (0; 1; 2) ðåøåíèåì çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

x1 + x2 − 2x3 → min−x1 + 2x2 − x3 = 0
3x1 − 3x2 + 5x3 = 4
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0

3. Îáðàçóåò ëè ïîëóãðóïïó ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë (Z, ∗) ñ îïåðàöèåé a∗b
.
= a−b?

4. Äëÿ óìåíüøåíèÿ îáùåãî êîëè÷åñòâà èãð 16 âîëåéáîëüíûõ êîìàíä ñëó÷àéíûì
îáðàçîì ðàçáèòû íà 2 ðàâíî÷èñëåííûå ïîäãðóïïû. Èìåþòñÿ 4 êîìàíäû çíà÷èòåëüíî
áîëåå âûñîêîãî êëàññà, ÷åì îñòàëüíûå. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â îáåèõ ïîäãðóïïàõ
áóäåò îäèíàêîâîå ÷èñëî êîìàíä âûñîêîãî êëàññà.

5. Èññëåäóéòå ðÿä
∞∑

n=1

sin nx
3
√

n4 + x4
íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà ïðîìåæóòêå (−∞, +∞).

6. Íàðèñóéòå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâà òî÷åê z = x+ iy: a) |z− i| < 2;

á) arg(z(i + 1)) =
π

4
.

7. Ïðåîáðàçóéòå óðàâíåíèå
∂z

∂x
=

∂z

∂y
, âûáðàâ íîâûå íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå

ξ = x + y, η = x− y.
8. Ïðè êàêèõ a, b êàæäîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẍ + aẋ + bx = 0 îáðàùàåòñÿ â íóëü

â áåñêîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê t?

9. Ïîñòðîéòå êðèâûå: à) y = −3

2

√
x2 − 4; á) x =

2

3

√
y2 + 9.

10. Äâå îäèíàêîâûå ìîíåòû ðàäèóñà r ðàñïîëîæåíû âíóòðè êðóãà ðàäèóñà R > 2r,
â êîòîðûé íàóãàä áðîñàåòñÿ òî÷êà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòà òî÷êà íå óïàäåò
íè íà îäíó èç ìîíåò, åñëè ìîíåòû íå ïåðåêðûâàþòñÿ.

11. Ñîñòàâüòå ëèíåéíîå îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà, ÷àñòíûì ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ
sin t cos 3t.

12. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü ∣∣∣∣∣∣∣
1 2 4 1
7 5 −1 2
8 8 11 −1
3 0 −2 3

∣∣∣∣∣∣∣ ,
ðàçëîæèâ åãî ïî ýëåìåíòàì òðåòüåãî ñòîëáöà

13. Èçîáðàçèòå îáëàñòü, çàäàííóþ íåðàâåíñòâàìè 0 < Re(2iz) < 1, è óñòàíîâèòå,
ÿâëÿåòñÿ ëè îíà îäíîñâÿçíîé.

14. Íàïèøèòå çàäà÷ó, äâîéñòâåííóþ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

−3x1 + 4x2 + 2x3 + x4 → max
2x1 − 2x2 + x3 ≤ 1
x1 − 4x2 + 3x3 + x4 = 2
x1 − x2 − x3 + 5x4 ≥ −1
x1 ≤ 0, x3 ≥ 0, x4 ≤ 0

15. Íàéäèòå âñå ïåðâîîáðàçíûå êîðíè è ñóììó âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ñòåïåíè
14 èç 1.

16. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

∮
|z|=4

cos z

z2 − π2
dz (îáõîä êîíòóðà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè).

17. Íàéäèòå ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ñèñòåìû

{
ẋ = −y,
ẏ = 2x.
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18. Âûäåëèòå ãëàâíóþ ÷àñòü áåñêîíå÷íî áîëüøîé ôóíêöèè ln(5 + ex) (â âèäå
ñòåïåííîé ôóíêöèè) ïðè x → +∞.

19. Íàéäèòå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2y′ = y(x + y).
20. Ïðèâîäèòñÿ ëè ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f, êîòîðàÿ â íåêîòîðîì áàçèñå

èìååò âèä

(
4 −1 −2
2 1 −2
1 −1 1

)
, ê äèàãîíàëüíîìó âèäó?

21. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷àñòè ñôåðû x2+y2+z2 = 1, ðàñïîëîæåííîé ìåæäó ïëîñêîñòÿìè

x =

√
3

3
y è x = y (x > 0, y > 0).

22. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (1, 1) ñèñòåìû{
ẋ = −3x + y + 2x3,
ẏ = −x− 2y + 3x5.

23. Íàéäèòå îáùåå ÷èñëî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå a) (6, 2, 7, 1, 4, 5, 3);
á) {1, 4, 7, . . . , 3n− 2, 2, 5, . . . , 3n− 1, 3, 6, . . . , 3n}.

24. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè

x(4) + ẍ = t · cos t, x(0) = ẋ(0) = ẍ(0) = x(3)(0) = 0.

25. Íàéäèòå ðàíã ìàòðèöû


−5 3 −4 0 3 −4
4 0 0 −1 3 0
−3 1 0 2 0 0
2 0 0 −3 0 4
−1 0 2 4 0 0

 .

26. Íàéäèòå îáúåì ÷àñòè øàðà x2+y2+z2 = 8, ðàñïîëîæåííîé ìåæäó ïëîñêîñòÿìè

x =

√
3

3
y è x = y (x > 0, y > 0).

27. Ðåøèòå ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ

1∫
0

(4ẋ2(t)− x2(t))dt → extr, x(0) = 0, x(1) = 0

28. ×èñëà 20604, 53227, 25755, 20927 è 289 äåëÿòñÿ íà 17. Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 6 0 4
5 3 2 2 7
2 5 7 5 5
2 0 9 2 7
0 0 2 8 9

∣∣∣∣∣∣∣∣ òîæå äåëèòñÿ íà 17.
29. Íàéäèòå ìàññó ïëàñòèíêè x2+y2 6 16, y > 0, åñëè ïëîòíîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà

êâàäðàòó îðäèíàòû è â òî÷êå (0, 4) ðàâíà 32.

30. Ïðè êàêèõ a íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû

{
ẋ = ax− y + sin x + ln(1− 2y)
ẏ =

√
1 + 2x− 4y − 1

ÿâëÿåòñÿ

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì?
31. Ñ ïîìîùüþ ε−δ ðàññóæäåíèé äîêàæèòå ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè

ax + b íà âñåé ÷èñëîâîé îñè.
32. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

∮
x2+y2=4

xy2 dy − yx2 dx ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ãðèíà.

33. Íàéäèòå ýêñòðåìóì ôóíêöèè 2x + y − 2z ïðè óñëîâèè x2 + y2 + z2 = 36.
34. Ïðîâåðüòå, ÿâëÿåòñÿ ëè òî÷êà (1; 2; 0) ðåøåíèåì çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

x1 − x2 + x3 → min2x1 − x2 + x3 = 1
x1 + x2 − x3 = 3
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0
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35. Ïðèäóìàéòå ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðîé ñèñòåìà âåêòîðîâ

îáðàçóåò

{(
1
−1
0

)
;

(
1
0
1

)}
ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé.

36. Íàéäèòå îñîáûå òî÷êè óðàâíåíèÿ y′ =
2y − x

3x + 6
è èññëåäóéòå èõ õàðàêòåð.

37. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ñóììû äâóõ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê H1 è H2:

H1 =<

(
1
1
2

)
;

(
1
0
−3

2

)
;

(
3
1
−1

)
>, H2 =<

(
2
−1
1

)
;

(
1
0
2

)
> .

38. Ïðåîáðàçóéòå óðàâíåíèå x4 d2y

dx2
+ 2x3 dy

dx
− y = 0, ââåäÿ íîâóþ íåçàâèñèìóþ

ïåðåìåííóþ t =
1

x
.

39. Ïðè êàêèõ a, b âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ y′′ + ay′ + by = 0 îãðàíè÷åíû íà âñåé
ïðÿìîé?

40. Íàéäèòå êàêîé-íèáóäü áàçèñ è îïðåäåëèòå ðàçìåðíîñòü àðèôìåòè÷åñêîãî n�
ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R5, ñîñòîÿùåãî èç âåêòîðîâ (x1, x2, x3, x4, x5) èç
R5, óäîâëåòâîðÿþùèõ äàííîìó óñëîâèþ x1 + x5 = 0.

41. Ïóñòü

D(A) = {x ∈ C[0, 1] : x′ ∈ C[0, 1], x(0) = 0, } Ax
.
= x′;

äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð A íåïðåðûâíî îáðàòèì è íàéäèòå A−1.
42. Íàïèøèòå çàäà÷ó, äâîéñòâåííóþ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

3x1 + 4x2 − x3 − x4 → min
2x1 + 2x2 − x3 ≤ 2
x1 − 4x2 + 3x3 − x4 = 5
x1 − x2 + x3 + 5x4 ≥ −1
x1 ≤ 0, x2 ≥ 0

43. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî âñåõ àðèôìåòè÷åñêèõ n� ìåðíûõ âåêòîðîâ (x1, x2, x3, . . . , xn)
èç Rn, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ x1 = xn = 0, âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì
R?

44. ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ cos t ðåøåíèåì ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

π
2∫

0

(ẋ2 − x2)dt → extr, x(0) = 1, x
(π

2

)
= 0.

45. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî âñåõ àðèôìåòè÷åñêèõ n� ìåðíûõ âåêòîðîâ (x1, x2, x3, . . . , xn)
èç Rn, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ x2

1 − x2
n = 0, âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì

R?
46. Ôóíêöèè g è h äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà [0, 1], ïðè÷åì g′′(x) ≡ h′′(x)

íà [0, 1]. Íàéäèòå ôóíêöèþ f(x)
.
= g(x)− h(x), åñëè f(0) = 1, f(1) = 0.

47. Íàéäèòå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẍ + 2x = 2 tg t.
48. Ïóñòü A � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâå ìíîãî÷ëåíîâ, ñòåïåíü

êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 4. Îáðàòèì ëè ýòîò îïåðàòîð?
49. Óáåäèòåñü, ÷òî ôóíêöèÿ u = x2−y2−5x+y+2 ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ

íåêîòîðîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f(z) è íàéäèòå ýòó ôóíêöèþ, åñëè f(0) = 2.
50. Ïðè êàêèõ a, b óðàâíåíèå ẍ + aẋ + bx = 0 èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå,

ñòðåìÿùååñÿ ê ∞ ïðè t → −∞?
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51. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ, ñ êîýôôèöèåíòàìè
èç ïîëÿ R, ñòåïåíü êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 3, è êîòîðûå äåëÿòñÿ íà ìíîãî÷ëåí
f(x) = x− 1.

52. Îòðåçîê äëèíû a > 0 ðàçäåëèòå íà äâå ÷àñòè òàê, ÷òîáû ñóììà ïëîùàäåé
êâàäðàòîâ, ïîñòðîåííûõ íà ýòèõ ÷àñòÿõ, áûëà íàèìåíüøåé.

53. Íàéäèòå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′ = yy′.
54. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë âèäà a + b

√
7 , ãäå è b � ðàöèîíàëüíûå

÷èñëà âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì Q?

55. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû

(
1 1 −1
−3 −3 3
−2 −2 2

)
.

56. Çàêîí äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî ïðÿìîé èìååò âèä
1

4
t4 − 4t3 + 16t2.

à) Â êàêèå ìîìåíòû âðåìåíè òî÷êà íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò?
á) Â êàêèå ìîìåíòû âðåìåíè íàïðàâëåíèå åå äâèæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ïîëîæèòåëüíûì

íàïðàâëåíèåì îñè Ox?
â) Â êàêèå ìîìåíòû âðåìåíè åå óñêîðåíèå ðàâíî íóëþ?

57. Íàéäèòå âû÷åò ôóíêöèè f(z) =
1

(z − 1)2(z2 + 1)
â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå.

58. Ïðèäóìàéòå ëèíåéíûé îïåðàòîð A íà VK = R3, íå ÿâëÿþùèéñÿ åäèíè÷íûì,

äëÿ êîòîðîãî âåêòîðû a =

(
1
1
1

)
è b =

(
1
0
1

)
, ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè.

59. Óêàæèòå ïîðÿäîê ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî x− 1 ôóíêöèè 1− x2 + 2
√

1− x2 ïðè
x → 1− 0.

60. Ïóñòü S � âíåøíÿÿ ñòîðîíà ïîëíîé ïîâåðõíîñòè ñôåðû x2 + y2 + z2 = R2.
Âû÷èñëèòå èíòåãðàë ∫∫

S

x3 dydz + y3 dzdx + z3 dxdy

ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Îñòðîãðàäñêîãî� Ãàóññà.

61. Ïðèäóìàéòå ëèíåéíûé îïåðàòîð f , äëÿ êîòîðîãî âåêòîð a =

(
0
1
−1

)
, ÿâëÿåòñÿ

îáðàçóþùåé äëÿ Kerf , ðàññìàòðèâàåìîãî êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R.

62. Íàéäèòå ïðåäåë lim
x→1

sin (πxα)

sin (π xβ)
.

63. Íàéäèòå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

ẍ− ẋ = f(t), x(0) = 1, ẋ(0) = −1, f(t) =

{
t, t ≤ 1
t2, t ≥ 1

64. Íàïèøèòå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (1,−1, 0) ïåðïåíäèêóëÿðíî

ïðÿìîé

{
x + y + z = 0,
x− y − z = 1.
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